La función de producción agregada by Segura, Julio
UNIVERSIDAD DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS POLÍTICAS, ECONÓMICAS Y COMERCIALES
TESIS DOCTORAL
MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR
 PRESENTADA POR 
 Julio Segura
Madrid, 2015
© Julio Segura, 1968
La función de producción agregada 
 
L A F U N C I  0 N D E P R O D U C C I  O N
A G R E G A D A
pagina
I . iBliaattBgVfa 4
l*X*XntrodiMOl6n a l  objato d# la  taa la  5
l«2«£irolttoldn h lstdrloa de la  teorfa de la
proditeoldn«Oleblntoe oaepoe de andlleie 6
l#3#Gampo de eetudlo de la  teele  13
n .  Anrfliala formai A# la» funolenw de 
_  pgadueoldn aaragadam 17
2#l.La fimoldn de prod%wei6n.S%q>ueeto générales 
de la  fimeidn egregada 18
2#2.Lae propiedadee formalee de le  funoife de
produeolén y eue pardaetroe 2^
2#3#La funoldn de produoeldn GeWW)0uglaa 
2#4.Goneluelonee eobre la  funoldn Cobb«a0ougla8 
2#3*Puneidn de produeoiin CES. C araeterïetleae
formalee y aplloaelonee prdotloae 60
2#6# Cooelttai<mee eebre le  funeidn CBS 88
2*7«0trae fuaeloaee de produooldn 89
2#7#l.La ftmeldn de S e llser 91
2#7#2#Im funoldn de Hlldetoald y Llu 93
2#7#3#Lm# fuaelonee de produooldn ingm lerllee  95
n i .  M jaam U g iW  ftt mWM&iN&Ai w
3.1.B1 oonoepto en e l  oaeo de doe faotoree 100
3#2#Gonal%wiooe# en tem o a la  elaatloidad
para e l oaeo de doe faotoree 121
3*3.La elaetloldad de eubetltuoldn en oaeo do
mae faotoree# oonoeptoe y eplioaolonee 123
3#4.Conoluelonee eobre la  elaetloldad do eube*
tltuoldn generallsada 1)1
IV. ifgii pMWm## 4# M  Imv&th 4#
BEBftWflàfa» 133
t*l#Problemae do agregaoldn e identlfloaoldn#
Mdtodoe da eetlmaoldn 134
4,2#Seegoe y erroree ooeetldoe on la  eetlmaoldn
da loe pardmetroe da la  funoldn 14?
4«3*Lae eetlnaolonee da la  funoldn Cobb«Oouglaei
la  pol*#loa eobre lea rwdlmlentoe da eeoala 164 
4#4#La oontraetaoldn de la  elaetloldad do eube*
tltuoldn an lee funolonee CSS 170
4#t$l.Datoe de eeeoidn mixta 171
4#4#2.Serlee hletdrloae 176
4#4#3.0troe trabejoe con la  funoldn CSS 176
V. W m m s  I t  iw
5#1#S1 elgnlfloado do la  funoldn agregadatoritx
eae a eu u tllleao lda  184
5«2#S1 footer reeldualteu interpretaeldn y ptXm
meroe Inetrumwitoe do medlda 194
5*3«La neutralldM  do lee Innoreolonee y la  fwma 
analftloa del facto r reeldual 198
g.4.yr^ppeeo tdenloo no materlalleado on blenee
de oepltel» Seegoe Indueldos en lee inaoveolonee 208 
5«S*Le funoldn de progreeo tdoaleo frente e la  fimoidn 
de produooldn 223
3. 6 . El "learning by doing* de Arrow y loe modeloe
oon perlodlfioaoldn de oepltal 229
5. 7 .Conoluelonee eotere loe deearrolloe modemoe de
la  funoldn de produooldn 237
IMHBt a t  .Mtgfgj 260
ae»wm#n 265
xxxxxxxxxxxxxxxxx
CAPxmo I 
IMmCMKCIOM
m$m
La alaaaidm d# tin tama para uaa taa la  doetoral 
da tao rfa  aaaadmiaa no aa aaaaalvamaata f la il*  aapaalal* 
mvtm  auaiido aa qulara qua aata aumpla* am la mayor mm* 
dlda da lo poaibla, laa die flmalldadaa a qua um traba*
Jo da dietio tipo  puada aap irar.
Laa taala  da taorfa aaonlmlaa puadam aubrlr 
priuaipaimanta do# objatiaoa* a lu d iao ^  daada a l primal* 
pio la  poaibilidad da haaar una aportaaidm orig inal a 1# 
portamta a l  awpo da dlaha dlaalpllmai
1 *  puadam aom atltulr una rav la llo  da lo oaarjL 
to  aobrm la  matarla por lo# tadrlaoa qua bam trabajado an 
dlabo a a a ^  y una ordanaalln o rig inal da aua aportaaionaa 
qua aa aaraatariaa por uaa a&#armmaia imtama aignifiaa* 
tiv a . la  daair, puada aumplir la  fimalidad da um **auraay*< 
2.* puada aontamar aportaaionaa origimalaa am 
a l  aamtido da ap liaar laa tiamiaaa im pllaitaa am a l  ami* 
l ia ia  aaonlmiao a l  ammpo alagido da la  rmalidad aapabo* 
la* y M  aata aamtido a l  trabajo tlana* adamla* la  aamtg 
Ja da poaaar um aomtamido ampfriao aim a l  aual la  tao rfa  
aaonlmiaa no paaarCa da um naro daduativiamo.
la  alaro* por o tra  parta* qua laa doa finalida*
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d## anterior## aa auaplan aon mayor aprovaahmaianto a i 
a l  tama alagido aa nno antra laa nnmaroaoa an qua no 
aniatan aportaairaaa originalaa an aaatallano y ai# 
adamla# apanaa aniata b ib liografla  naapaHola# y ta«q>o* 
ao aniatan trabajo# priatinoa rafaraniaa a nnaatra aaa 
nomla. Bn aata aantido# la  fnnailn agragada da prodna* 
a iln  anmpla loa doa raqniaitoa antarioraa.
Par dltimo# aa iaqportanta daataaar qua nn 
a n ilia ia  amplio da la  fnnailn maaroaaon&aiaa da pro* 
dnaailn inolnya# naaaaariaamta# alanantoa propioa da la 
taorfa da la  prodnaailn y# por tanto# fraauantaa rafa* 
ranaiaa a la  taorfa miaroaaonlmiaa qua La airva da ba* 
aa. Por tan ta , an bnana madida# a l  objato da aata ta* 
aia puada aonaidararaa la  taorfa agragada da la  prod%% 
a iln  a i bian aa a iarto  qua la  gran mayorfa da a l ia  a a t l  
dadiaada a l  aatudio da la  fumailn da produaailn.
m M lm m W ## W B ttB ttiB  I #  i i l U r t B *
A nival miaranaonlmi ao la  taorfa da la  pro* 
dnaailn aa una da laa part## dal a n ilia ia  aaonlmia# 
qua ml# a tanailn  ba raaibido y aa ta  aon unoa raaultadoa
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m aalm taa y# qua* hoy poy hoy# aa a l  oaapo da la  aaoao* 
fldCa ao qua laa aoatvaataciaaaa e#q>frlaaa aoo uaa a i^ llaa  
y m  qua a# ha aooaaguldo do ta r  a l au llla ia  ularoaaool* 
fldao da uo aoataoido oparativo qua d lf ia ila m ta  puada l lg  
gar a alaauaar la  taorfa a laa tlva  dal aouauadldor a# loalii 
ao# la  taorfa da la  formaailu da loa praaloa au la  qua 
loa la taatoa llavadoa a aabo para aubrlr aata laguaa ao 
uoa aatruatura da aaraado tan auallaada formalmaota mam 
la  dal duo y ollgopolio# datan da haaa poaoa adoa (1 ).
Sin anhargo# a l paao dal nival niaroaaoolaiao 
a l agragaA) no aa tan fa a il  an aata aaaq*o aomo podrfa an 
ponaraa n i a## daagraaiadaaanta# un problaaa da aimpla 
agragaaidn nda o nanoa aoag>lajo, Loa aupuaatoa v llidoa a 
nival da unidadaa da produaailn no lo aln la  nayorfa da 
laa vaaaa a nival agragada (aonatanaia da loa praaioa da 
loa faatoraa produativoa# tian iaa  da produaailn aatabla# 
a ta .)  y auaqua la  baa# formal qua praata a l p r im r tipo 
da a n ilia ia  aa importanta# ^ b a  tanaraa aumo euidado an 
au u tilia aa iln #  la  ganaralimaailn formal no aa A f ia il#  
para una ganaraliaaailn qua airva para anpliaar y prada* 
air# aa baatanta maa aoaqplaja.
(1) Var SAXm marriara to  Mom Coumfcltion. Camhridga#Maaa. 
Harvard Onivaraity Praaa# 1996»
êLa taorfa da la  produaaidn aa la  forma modaroa 
<pia hoy dfa la  aoaoaamoa a trav ia  ^ l  a a llla la  da laa f i#  
alomaa da prodoaeida# data da haaa haataataa ahoa y# par* 
tlaularmanta» arnaqua laa fim looaa de produaalda aapaea* 
rom a aar ampllamaata u tlllsad aa  por RxaWŒlTH# e l primer 
trabajo ao que æ  pxaaaataroo formalmaote laa aurvaa iao* 
euaotaa fud a l de JOMGW (2) y# poatariormente# loa da 
fhXSCH y CARLSOH (3). Sa eate brava raeorrido# hemoa omi* 
tido ioteaaioaadamante la  aportaeidn de SCHHBXPSR en au 
Teorfa de la Produeaida de 1934# por «maoatrarae matodo* 
logiaamanta fuara del eafoque aogloaajda que aa e l tra ta*  
id.eato a l que eatamoa habituaImaate aaoatuabradoa.
La taorfa de la  funeidn de produaailn fu i obje* 
to de rip ido ^ a a rro llo  en e l aampo miaroeaoninlao y a l  
modalo produetivo# a la ta  nival# quadi perfaataamnta aa* 
rrado# aon ex p lie ltaa iln  de todoa loa aupuaatoa a hipi* 
teaia# obtanilodoae da 11 una tao ria  axpliaativa que# 
efeativamente# ha dado unoa reaultadoa axealantea o# a l 
menoa# ao ha aneontrado ado o tra  oponanta baaada en hi* 
p itea ia  a ltam ativaa  y que airva major a aua finea.
(2) JOnnsON "The Pure Theory of U tility  Curvaa"# Eaenomia 
Journal. 1913#
(3) PRX8CHt"Tha Prinaipla of SubatitutieniAn Bnaa^le of i ta  
Applieationa in  the Chonaolata Xnduatry*(193S) y CAELSOüt 
"A Study on tM  pure theory of Produetion” (1939).
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Admnla, la  foaeila  de produteilo a# traavaad 
rapidaaaittta da data amape a l da la  taorfa da la  diatrllm * 
aida da la  raata# ^boda Jugd un impartante papal m  loa 
trabajoa da WXC1CStSn># UlOGBItL y JOHMSOH# ligdndoaa in* 
madiatamaata earn la taorfa da la  produetiv i^d  marginal*
A paaar dal irdniao aomantario da EDQWaiTH: ^ia Juati* 
a ia  aa un aubo par fan to , diaa la  aabidurfa antigOa, y la  
aoaduata raaional aa una fimaida homoganaa# afiada a l  aa* 
bio aatual" (4 ), aataa funaionaa ban aumplido y auaq>lan 
un tmpoTtmntm papal dantro da la  taorfa da la  produaaidn 
y  la  d iatribuaidn.
Poaoa aRoa maa tarda DOUGLAS (1927) comanad a 
haaar loa primaroa trabajoa an la Ifnaa da in troduair la 
funaidn da produaaidn an a l a n ilia ia  maaroaaondmi ao# da 
forma adn diraatamanta ligada a la  taorfa da la  d ia trib g  
aidn ém la  ranta* Sim Mbargo# a l  aamqpo da avoluaidn iba 
a aar baatanta nlo amplio. Lea trabajoa aobra la  funaidn 
agragada da produaaidn aamansaron paao daapula a haaar 
patentas# a l manoa# doa tipaa da lagunaot
1#* laa dariuWaa dal mmpuaato da qua la  t im ia a  
da produaaidn aa aonatanta y t
2.* la  inaomplata ampliaaaidn da la  vaxiaaidn 
dal produato f in a l qua# a nival agragada# ofraafan loa
(4>Citado par STXOLSS an Taorfa da lha Praaioa# ad.DaraWu» 
Frivada# Madrid# 19ii# pag. 1S5»
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«liai*»* d# pieAwelAi «rabaje y  #mpi*#l, 
doa an la  fuaal da a#ea#ada.
Ba f l e i l  «ar a&ao la  priaara lagoBa taadaafa a 
aleoar la  funelda da pcodoealAs am a l  aampo da la  taoafa 
dal daaan o llo  aaoadatao» porqma a l  aopmaato da edaalaa 
paodmaclva ao aonatanta  habrfa da aondnair naaaaarlanan- 
ta  a hip&taaia ^na Inaorperaaan dataxalaadaa Cotaaa da 
acMpevtaadanto do laa tnnooaatonaa y« an aemaaanamaia, a 
dinantaar la  AmaWn qua, da aata (otma, tba a iM aM ar 
asp liaa t la  oatlaai6m an a l  tlanpo dal n ival da piodoe- 
cl6a. B1 aagundo pnnto* a au vaa, iba a oondualr a l and- 
l ia ia  dal faa te r caaidual (una fotaa alagamta da lla aa r 
a a lfo  aua, ptaaiaananta, alando lo n ia iapartanta da la  
Nnaidn da ptoduaaifln, a ta  a l  niaao t i anpo to talaan ta  da# 
aonoaido) y , pattianlaxnanta, a la  inttoduaaiSn da varia - 
blaa ta laa  aomo la aduaaatdn y la  anaaWanaa aoao alanan­
toa anpliaativaa da loa titn o a  da vatiaaidn dal «Aval da 
pvoduaalfo, anaant nl ndoaa tamhtan disnatamanta a l  aampo 
da la  ta o tfa  dal daaan o llo .
Baata min por an a liaa r, da Coima aoman, una 
tnraara v ia  t amada por la  tao rfa  da la  produaaidn a par­
t i r  da aua daaarrolloa in ia ia laa i a l  a n ilia ia  da a a tiv i-  
dad y la  pragranaailn lia a a l .
Cuaado aa U ao alaro  qua la  a laaa iln  da laa 
tian iaaa n ia  t â t t f f H  daada a l  punto da v ia ta  produe-
•Il*
tlmo y ém maigmmellm ém teeuraos e#em#o# #e regfm formai* 
monta por prlnoLploa ISintiooa a nival do mmptmmm o indna* 
t r i a  qna a nival global, himo au apario iln  aato ta ro a r ti*  
po do an ilia ia#  Haata ontoaooa, a l  oampo manoiomado da ha* 
bfa oonaidarado aomo "oxtraaooninâoo* ( la  tlouioa mia afi*  
oam do antra laa poaibloa "vanfa dada*)# La h ip itaa ia  fua* 
damantal da aata nuavo a n ilia ia  aa la  asiataneia da un 
maro limitado do aotividadoa blaioaa (por tanto oa un anIlJL 
aia diaoroto y  no ooittfnue), qua aon indapondiantaa orntm 
af, oa dooir, lo qua tlonioanoata aa llama aditivaa# Ba 
obvio qua an aataa ooadioionaa laa ourvaa iaoeuantaa da la 
taorfa tradioional aa oonviartan an polfgonoa, y  qua la  ro* 
lao iln  marginal da a%Aatituoiln no aa oontinuamanto daoaa* 
oianta (vnr oapftulo I I ) ,  aino qua aufra aaltoa oada va* 
qua a l  punto maaidoraéo aa a i t ia  an una da loa v irtio o a  
dal polfgono iaoproduato#
Aunqua puada ponaaraa qua aata tipo  da a n ilia ia  
no oa maa qua un oaao partiou lar dal «afoqua tradioiomal 
(ouando a l  némaro da aotividadoa blaioaa oa limitado an vol* 
da in f in i t a ) ,  laa diforunaiaa aon aaamaialaa.#or una parta 
a l  plantaamianto matanltiao aa totalmanta d ia tin to  da loa 
M tarioroa, baaadoa an a l  o llm lo  d ifam noial, y ha dada 
lugar a la  apario iln  da uaa nuova tlonioat la  programaoiln 
lia aa l (5)#
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Ad—l a# a l a a l l la la  da aatividad a a t l  baaada
— la  axiataaaia da taadladm toa aaaat—taa da aaaAâa#
puaata qua laa p— aaa no aolo aln aditivaa# aino ba*
no
aiaa—ata  —patiblaa lo aual/pa—ita  ap liaar aata tdani* 
aa a la  —pliaaaiA» da loa moviadantoa a largo piano da 
laa variaaionaa — la d i—nai&i da laa aaipraaaa y# por 
lo t a i^ #  no aa u tilia ab la  an a l  aaaqpo dal daaarrollo 
aaonlaioo y a l  a—bio taanollgiao.
Por d i t  iao# aaba nanaionar o tra Ifnaa da u ti*  
lis a a iln  da la funailn o lla iaa  — a l  eanpo naaroaaonl* 
niaoi la  taorfa pura dal — ra ie  intarnaaional.
Una da laa axpliaaaionaa da la  forma an qua aa 
produ—n y loa motivoa par lo qua axiata aomaraio in tar*  
national aa la  axiatanaia da d ia tin taa  dotaaio—a ém fqg 
toraa p ro#ativoa para loa d ia tin taa  paiaaa# Ba puaa in* 
dudabla qua una funaiAi agragada da produaailn qua par* 
mita datarminar — qua madida# a igualdad — a l  g r a ^  da 
a fiaaa ia  a— qua aatoa raauraaa dm aa utiliaan# diidiaa 
d ia tin taa  dotaaio—a da faatoraa influy— aobra —ataa 
y praaioa# puada aontraatar a i afaativam—ta  aata difa* 
ra—ia  parmita —p liaar a— mayor o ma—r  a—litu d  y prg 
a ia iln  laa —rr im ta a  da ao—ra la  v iaib laa m tra  dia o mIa
( S )  V*v DOMMM. SOLM y  SAKOBUOM, .
a—nimi—. ad# Aguilar# Madrid# 1962# I t  ad# dqg 
da aa axp lia itan  todaa laa ap li—aio—a y a%^— ataa#
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pml### y# ao aooaaa—aala# d a ta n ia a r  an qua grado da 
emipU  a l  tan—  da ^SR8Cm*0KLlH (6)#
fil88flUÉi 4# Id Sulii*
Pa antra todoa aatoa aampoa tia tanldo qua haaaraa 
una aootaaldn. Ba Indudabla qua a l  a n ilia ia  da aetividad 
y la  programaoiln linaal auponan un plantaaadanto a# in* 
oluao# una problomltioa# totalmanta d ia tin taa  ém laa da 
la tao rfa  tradioional da la produaailn# For tnnto# no noa 
oouparamoa aquf da aatoa daaarrolloa#
La teorfa pura dal oomaraio i —am aaional por 
an parta# a a t l  a l manoa doaantamanta  mauadrada an un aom* 
partimanto d ia tin to  da loa otroa tratadoa aquf y# por tan* 
to# aupondrfa la  iotroduaailn da aonaaptoa nuavoa y da —a 
buana doaia da taorfa pura auyo grado da aomplajidad fonm l 
aa alavado y qua# por tanto# no anaa#arfa bian an a l  raato 
da loa problamaa inp lfa itoa  an la  taorfa da la  produaailn# 
Bn aonaaauanaia# a l  tama da aata  taafa aar&m laa  fun* 
aionaa ém produaaiA# agragadaa y au daaarrollo a dIa niva*
(6) Var MinASt *Tba Homolqrpallagia FroAmtion lunation# 
fac to r In tanaity  Bavaraala and tAm Haraabar*Ohlin thaoram*# 
Journal of F o litia a l Baomaay# a b r il  1962# paga# 13# y aa#
l o i  e l de le  teorfa# que oubre deede e l andlleie es* 
tdtloo baata laa aportaelono ro lla a d a a  a la  teorfa 
del oreolmlento eoon&Blooi y loa reaultadoa de laa 
oontraataolonea que# oon nodeloa oonatruldoa aobre 
elle# ae han llerado a oabo. Bate aerd puea e l objeto 
de la  te a la que ae preaenta a oontlnuaolls#
SI oapftulo II  de la  mlama ae dedioa a l and»
l la la  de laa propledadea formalea de laa funeionea de
produooldn agregadaa y a la  poalbllldad de formuler mg 
deloa générales produotlvoa a p a r t i r  de ellaa#Se analj^ 
tan loa pardmetroa algnlfloatlvoa# eapeolalmente dentro 
de la  teorfa de la  dlatrlbuoldn del produoto entre loa 
faetorea# y e l elgnlfloado de aua alteraolonea* taa  doa 
fuaolonea maa utlllsadaa# la  COBB»POUOLAS y la  de elaa» 
tleldad de aubatltuoldn oonatante (CBS)# ae Ilevan la  
mayor parte del oapftulo# aunque a l f in a l del mlmao ae 
deaorlban tambiea algunoa otroa tlpoa#
SI oapftulo I I I  ea realmemte une amplleoldn de
algo que# en prlnelplo# eatd tratado en e l l i t  la  elaa»
tleldad de aubatltuoldn. ta  rasdn de deagloaar au eatu* 
dlo y deagajarlo del de loa reatantea pardmetroa puede 
ju a tlflea rae  al^plemente por —tlvoa de estemaldo y por 
la  fuerte  pellmloa que levant! traa  au introduooldn# pe» 
ro ezlaten tamblen otroa motivoa maa algnlfloatlvoai por
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turn parte eu eemplejldad formai# eapeeialmemte em e l  eaao 
de mia de doa faetorea predmatlvoa# delHLda en parte a au 
eaeaao aignlfieado ia tu ltlv o  y en parte a aer un parimatro 
de aeguade orden# ea deeir# un parinetro eompmaato de otroa 
ta lea  elmo elaatloldadea de loa faetorea reapeoto a l  pro* 
dueto# produetlvidadea magginalea# etc# Fero ademia# la  
a laatle ldad  de aubatituelln  no aolo tlene importaneia den* 
tro  de la  teo rfa  de la  produeeiln baata e l punto de haber 
dado lugar a una fimolln agragada aapeofflea (CBS) aino 
que# ademia# tlene Isqplleaolonea dlrectaa reapeoto de la  
diOrlbueiAi del produato en tre loa faetorea y la  evolueiln 
de la ta  aegin e l  grado de u tl l la a e iln  re la tiv e  de loa mia* 
moa# A la te  problème y a la  ganaraliaaailn  aeq>lia del eon* 
cap to# e a t l  dedleado e l  oapftulo III#
El oapftulo IV eontiene laa aportaeionea empfri* 
oaa de la  teo rfa  da laa funeionea de produeeiln agregadaa# 
For una parte# ae baee una rip ida  rev ia iln  de laa problamaa 
eeonomltrieoa iiq>lieadoa an loa modeloa uni y multieeuaeio* 
nalea a qua dan lugar laa miamaa# y de loa aeagoa y erre* 
ran que ae eomaten an laa eatimaeionea da aua parlnetroa 
Amidameotalea# para paaar deapula a la  in te rp re tae iln  erf* 
tie a  da loa trabajoa —qifrieoa maa aignifieativea an di^bo
Bl eapftulo V eontiene una e rf  tie a  general a l
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uao y vmlidoa de lea funeionea de produeeiln globalea# 
que noa lleve ml a n ilia ia  del faetor reaidual y a laa 
inplieaeionea de laa innoveeionea teenollgieaa aobra la  
funeiln. Se aoalisan laa funeionea de produeeiln y laa 
de progreao tienieo y loa diaCintea eoneeptoa de neutre* 
lidad de laa innovaeionea# tratindoae deapula loa pro* 
blenaa que plantea e l  tratamiento del progreao tien ieo  
aegdn que eate ae sa te r ia lie e  en loa propioa bienea de 
eap ita l de la  — fa o n i ,  tereialndoae eon loa nodeloa 
de period ifieaeiln  de eap ita l.
Por l l t in o ,  en e l  Apindiee ae ineleyo un traba* 
jo o rig inal aobra la  ea tinae iln  de la elaatie idad  de 
aibatdtVailn en eiertoa aeetorea induatrialea eapaSolea 
para uoa aerie h ia tir ie a  que abarea deade 195S baata 1917.
xxB«*moonaoa
CABITULO XI
AMALISIl fOMIàL BK LU yaMCIOMB M yMPUeCIM
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m l## ÉI l i  ftmitAa t t n i t i l i ^
La funeiln ém produaailn aixrja dantro da la  tao* 
r£a mleroaaonlnlea aomo nno da loa doa alanantoa datarnl* 
n—taa dml aqo llib rlo  da la  ampraaa. On onpraaarlo qua 
in ten ta  alaanxar una aituaai& i da equ ilib ria  eatable# ea 
deair# qua in ten ta  namimimar aua benafiaioa a aorto plaso# 
debe tener an euanta ainaltane— te  laa earae terfa tiaaa  
tien ieaa de aua in a ta l—ionea y loa eoatea de produaailn 
de laa mianaa. I I  prianro de aatoa d—  alanantoa viena 
dado# repreaentado fornalnente# por uaa funailn da prodqg 
a iln  qua# por tanto# no ea m a qua la  ra la e iln  teenollg iea 
qua ralaeiona laa aantidadea apliaadaa da loa d iatiW ea 
faetorea an e l  proeeao produetivo eon laa obtenidaa del p% 
dueto f im l#  eatanA  tanto loa fm torea eono e l  produato 
nadidoa ea unidadea ffaieaa# ea deeir# ain in tervoneila 
de loa proeioa. la toa  pmém rapreaentarae formlmante no* 
diante la  aiguiente funeilni
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X •  F ( l )
donde X ea la  eaetidad obtenlda de produato y repreaegg
ta  laa eautidadea aplleadaa de eada uuo de loa g  faetorea 
produetivoa.
La funailn ( l )  e a t l  fomulada en baae a un au* 
pueato que a nival niereeeoolnieo no présenta eapeeialea 
d ifieu ltadeat la  teenologfa que ineorpora e a t l  dada y miejg 
traa  la ta  no eambie, no ae a l te r a r l  la  earae terfa tiea  fun* 
eiooal F« La funeiln de produeeiln mieroeeonAniea repreaqg 
ta  por lo tanto laa d ia tin taa  eonbinaeionea de faeterea 
produetivoa que pueden apliearae para obtener deternioadas 
(eualquier) eantidad de proAteto fin a l dada una tien iea  de 
produeeilot e introduee» por lo tanto# una indetern ioaeiln
tien iea  en la  teorfa del equ ilib rlo  a l e x ia tir  d ia tin taa
poaiblea eoe&inaeionaa de faetorea para obtener —a e—ti*  
dad deten inada de pxodneto (todoa loa puntoa repreaentadoa 
por la  hiperim perfieie iaoeuanta)# la  funeiln de eoatea da# 
p e ja rl ea ta  indetem inaeiln  eligiendo aquella eembinaeiés 
que ninladee loa eoatea#
Bl problena — to  de elmo deteradnar laa  tie*  
nieas naa efie ien tea  ( la  e le—iln  de uaa deterninada tien i*  
ea por e l  eeyreaario en e l  nomme de eo m tru ir aua inata* 
laeiem a)# ea algo # n  ae ba mntenido fuera del eaa#e de 
la  teo rfa  eeoninim  baata qm m  ba reeonoe ido que e l  pro*
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bien# d# aHgn—lAi de reeureoe# que ee bWkfm tretAk» mfeee 
a nfeeel global pero no enpraaarlal# ae rige por loa «lamoa 
prim lp ioa q— a l eivel de uaidad eepniaiea, eon lo que e l  
H tliVlty ia i t td l t i  ha eoneueaA» a p laatear e l  problem de la  
e leee ilu  de dleha d eo iea  entre un eapeetro f ln ito  de poal* 
bllidadea produetlvaa#
La idea de la  funeiln de produeeiln —  relaeiA i 
teenollg iea ea in tu itivm en te  de fa e i l  generalimaeiln a l  
nival maeroeeoninieo. En un pafa dado# en un nonento dado# 
exiaten una deteminada tien iea  produetiva# m aterialiaada 
en laa inatAlaeionea m iaten tea  en loa d ia tin toa  aeetorea# 
en loa procediadentoa eoneretoa de produeeiln# en d ia tin*  
taa form a de organinmilm# de g ea tiln  enpraaarial y de 
d iv ia iln  del trabajo; lo qne norm lm nte ae eonoee em  e l  
nombre de un *eatado de laa artea* dado# qm ae puede re* 
preaentar funeiomlnante por m dlo de um ra la e lla  qm 
lig m  e l  valor aâadido ereado en e l  eurao de la  produeeiln 
eon laa ean tid a^ a  aplieadaa de loa d ia tin toa faetoree pro* 
Aietivoa# por ejenplot
t  •  r  (H|E) (2)
donde K aerfa e l  a to ^  ém e ap ita l ém la  eeonaadCa en e l  no* 
m nto qm m  trate#  H e l  volunen de trabajo mdido en uni* 
dadea bonogemaa e Y e l  valor afiadido bruto o la  proAae* 
e iln  f im l  (7}«
- I l -
A p##ar d# qu# la  M m  iM ulKlw m c m  way « la - 
M , #oua#*a*aa#a a eoMlimaeiée tea axqwaatoa fcajo tea  aqq# 
taa ha aMo poaibta t t ^ a a  a la  ÊeaawtaaMn (2 ) , y  auaqoa 
aheaa ae tea  amatlaarnamoa aatbiamaamta, a»a aMVicIn Caato 
p a n  Itagaa a daClolr fenatm aata taa  aa raen afa tlM a 4a 
OM ftawiAi 4a pn4oaatda o e m a ta a a a n  4aflai4a aoa» p a n , 
■la a4atm ea, amaltaaa tea acaqoaa qua aa han haAo a la  
a c ltia a a lla  4a taa Ametoaaa 4a pn4uoaila  agragadaa 4an> 
e n  4at a a llla la  aaen a aoala lae .
Sa p rlaar tngar haana aapuaaeo qua acte a s la taa  
4oa fa a to n a  p n d u ae ln a t enbajo  y  e ap ita l, 4a io tm  qna aa 
han oaieMo tea n aa raea m atan laa, Eate aa a i aiaao ae aa 
, a p a n a n a a a ta , a n  I t s l t a a l la  iav e ttaa ta , y* qaa a eecto 
ptaae tea  n aa raea  aatarataa paa4aa  aaaaMan raa aaae un 
date y  a  largo pnadaa a a to n n a  aaae aM ibat aa ta ra t ia4a « 
IH U M H P * *  4a ta  poaibitM ad 4a aaaoMxtnr a n  aem ata 
wal4a4 4a aadida qaa m  aa p n b taaa a la  a aaaea aoa#taje, 
para ta a  aele 4a a ia a n a  faitaM, Sia aabarga, tea n a a r»  
aaa a a tu n la a  aaaaa aa «atwnm aa ta  p r lm n  y, par ta a -  
te ,  iaftayaa daaiai n a anta  aab n  la  a a n a ta rfa tiM  f ta a ie -  
n t  4a (2) pmr te  qaa paaSaa  a Maa aaa lta r «av4a4ama 
eaaMea taaaetig iaaa , e  4ar Ingar a  aaaMoa aa E qaa aa ia -
(7)Se&n a t  lacablan 4a taa uaMadaa 4a n dtda t n t a n a e a  
aa a l  n p f ta to  IV y ao la  a r f t ia a  f i n i  a ta  fuaailo  agnga- 
4a 4at aap fta te  V.
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terp— n —  feleo t —mbio# en le  t — logfa prod—tiva» 
Bn a l  p irrafo  a iita rièr ya bamo# m—aianada o tto  
da loa avq>uaatoa fuodamantaleei la  poaibilidad da madida.
La formolaoiAi ( t )  axiga qua a l  cap ita l y a l  trabajo  toman 
valoraa omorato# nnnlrieoa y eato axiga# a an vox# qua a# 
pnadan madir. Baapanto dal trabajo e l  problème ea de manor 
envargadnra# aapeoialmente porqna la  elaboraeiAi ted rlea  
de la  polAdea an torno a laa teorfaa del valor*trabajo 
ba aide relativamante eonaiderable y nna de ana ramifiea* 
eionaa ba aido la  poaibilidad de eneontrar naa nnidad de 
madida bomogenea de la  fnerxa de trabajo global que aea 
v llid a  para loa dialntoa tipoa de trabajo ( en a lif ie —idn# 
deatreaa# diCereneiaa loealea# de jornada de trabajo#ete#)# 
y no pare— em eai— a— d i f i e i l  obt—ar lata#  q— ae 
id e n tif i— —n la  bora de trabajo maa aimple y de manor 
o n a lif i—eiln# aplieando nn e—f ie i—  m nltip li—tiro  a 
laa re a t— a —tegorfaa. Per anp—ato e l  problem rad i­
an qua la  lidad" y rea t— a —r —te r f a t i—a d ile i—eia* 
# r a a  de loa varioa tipoa de trabajo  ae add— — fnneiln  
de loa pr—ioa pagadoa a eada —tegerfa y latoa# a an vex# 
vienen do—rmimd— mo —lo per la  —lidad pura# aimo por 
laa imperfe—iom a lo—lea éml m r—do de trabajo# per laa 
ea— a re la tivea  de algmoa $±poa de e m l i f i—eiln#eto« 
eon lo qua — eatable— una lamoaia entre aap—tea puram—# 
— teeno llg i—a |  y eeonlmi —a# — debiendo ea—a l l t i m a
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en buene llg le e  en tre r m former perte de le  funeidn de pro* 
dueeiln que ee# en prineipio# pure— e teenollgiee.
El problème de nediei&e del eep ite l mpereee# aln 
eadMii^# eomo mia oonq^lejo tode vea que ao exiate une imi* 
ded formel inieèelm—te eeepteble (eomo lea boraa*bombre) # 
y la  introdueeiltt de valorea monetarioa no aolo perturba* 
r la  la  verdadera a ig n ifieae ila  de la  earae terfa tiea  funeio* 
mal de (2) aino que# ademia# ixp liearfa  problamaa relaeio* 
oadoa eon e l  valor a e leg ir  en loa eualea la teo rfa  eeonl* 
miea tlene manor tra d ie iln .
La exiateneia de una re la e iln  eomo la  (2) exige * 
que la  tien iea  aea invariante# pero Ique quiere éMLx qnn 
una tien iea  de proAweiln f i j a  a nival gl«dial?» A muy eor* 
to piano ea poaible haeer un aupueato de eata elaae# pero 
ya que la  mayor partdn de laa innovaeienea ae materialiman 
en laa earae terfa tieaa  de loa propioa bienea de equi;^ del 
pafa eonaiderado# e l aimpla aumento eon e l  paao del tiempo 
del valo r de K en (2) no ea aufieiem e para expliear la  va* 
r la e iln  experimentada por la  produeeiAi f in a l. Eato aoa lie*  
v a rl a l  problama del progreeo tien ieo  dentro de la  funeiln  
— produeeiAa# que noa ob ligarl a m tra e r  eata del mareo 
e a titie o  eemparativo en que e a t l  fomulada.
Ea neeeaaria una puntualinaeiln n ia . La funeiln 
(2) aa aupona que inaluye laa tien ieaa Iptimaa para obtener 
man una eantidad detem inada de prodWto fin a l (Y) ya que# 
raaonablemente# eualquier punto que —iga una mayor em ti*
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4M 4# faeton » piMnetlvos #ee##ible (mmqim ao eaa# 
M nlee). Bato mmpom ao aolo uaa a#r#ot#fl#aal&a tM aol4. 
gia#, alao #1 parfæto eoaoalaim to 4# aiial ## l# £o«m  
MO a f lo u  4# «pllcuur loa fmotor## pro4isetlvo# 4m4o # l a 
*##tm4o 4# la# mrtms* «te cpm ## 4i#poam (lo  qam %#pr###atm 
#1 Ittomrmo 4#1 problmmm 4# Im fimmiAm 4# most## moa qa# 
##tf m#oelm4m Im 4m pro4itmei4a 4m4o ua prmdoM# lo# xm# 
murmo# prodaetlvo#}, y mmi## moamidmrmr m Im# iaomamntm# 
4mrlvm4m# 4m (2) oomo Ifamm# Irootmrm»
For tlleimo, Im tormuImoWa (2) mieigm tmmbima qum 
ml empltml #mm pmrfmmtmmmatm nmlmmblm» m# 4mmlr, mm Mmp# 
tm m mm4m #ltumei4a prm4umtlvm 4m form# pmrfmmtm 4m mmam# 
rm qum mlmmprm #m moamigma Im# eonblammloam# 4ptimmm# E#to 
mupoam «Itumr m Im fuaoi4a 4m pro4uoei^a mgrm#m4m 4matxo 
4ml mmrmo 4m Im mmtltimm m Imrgo plmao ym qum ml m olli#!# 
4m (2) am4m ao# pmm4m 4mmlr 4ml pmrlo4o qum mm4im matxm 
4o# mltummioam# ma Im# mtamimm ml mmpitml mpmrmmm mm  par# 
tmmtmmmatm mj%wtm4o m Im mltummlla tlmaimo.prm4umtivm#
m Ê m x ù â ik  t  t m  m à m tx o ê ^
tm faamila (2) mmtl 4mflal4m bmjo mi mapummto
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dm qum tmuto K mono If tmmmm vmlmrm# mm m ^ tiv o i»  rmmtrlg 
mlln qum urn mxifm mm# mxplimmmlAi*
Llmmmmdm m Im# dmrlvmdm# pmsmlmlm# dm (2) f|^ y 
Fn y m Im# #m$umdm# dmrivmdm# y «• f|g^ (pmr
ml tmmxmm dm SCMWAKK), #m mmigm qum Im fuomilii (2) mmm 
do# vmmm# dlfmrmmoimblm y# per lo tmueo, qum #«i#tmm Im# 
mmgmdmo dmr&mmdm# mrrlbm mrprmmmdm##
Kmturmlmmtm, Im# prlmmrm# dmrimmdm# dm (2) mim 
Im# produetlmidmdm# mmrgimmlm# dm mmdm fmmtor y #m malqm  
qum mlmmprm mmmm pomltlvm## m# dmmlr# qum Im mdlmida dm 
umm uaidmd ml# dm mumlqulmrm dm lo# dl# fmetorm# me dim# 
mlmuym ml produmco toemi ohtmoido lo qum no m# mm# qum otrm 
form# dm dmmlr qum am# mmwmo# mole ma Im rmglAi mmoafal mm 
dm Im fuamlda dm prmdummlda qua# ma ml mmmo ém do# vmrlm# 
him## mmtl mmotmd# per mqumllo# puafeo# dm Im# murvm# Imo# 
mumatm# ma qum mmtm# toama uam laeliammlAi aulm  o l a f l a l .  
tm* Bate ao qulmrm dmmir qum ml malllmi# dm Im rmgWa am 
mmoadalmm mmrmmmm dm latmrl# dmmdm ml puato dm vlmtm tmd# 
rlmm (# ) , mlam mi my lmamatm qum Im mmoammdk ma mu mmajuato
(8)Co#m mjmaplo pumdm umrmm BOtfB y KXBB!Mi % p lo r la g  thm 
itommMoaim Bmgima of thm Fredumtioa Fuamtloa"# Bmvlmu of 
Beoaoodm Btudlmm# omtutam 1*2# pmgm* 500 y mm#
# 2§ .
ounem m nriMni dm mut Ifalemm*
Como tmrmmvm moodieidii mm mxlgm qum Im# mmguadm# 
dmrlmmdmm pmrmialm# y mwm mmgmtimm## m# dmmir# 
qum lam prmduetlridmdmm mmrgimmlm# mmu dmmrmmimutmm# ftmml# 
mmutm mrntm dltim# moodimidm# Juato moo lam aatmrlormm# 
ao hmam #m# qum mxlgir qum Im# eurvm# Imomumatm# #mma mma. 
mmxm# rmapmmto ml mrlgma dm <a»ordmamdm## moadlmila qum pmr* 
mitm# Im mmimtmamim dm ua mlmtmom dm prmmlm# mmtmbim# pmrm 
lo# do# fmmtorm# produmtiro# moamidmrmdo# ma (2)# y qum m# 
ammmmmrlm pmrm Im foraulmmida dm modmlo# mmoalnlmo# bmmm# 
do# ma im fitamlAi dm pro^Niemlda m# miamluoo# pmrm Im ma# 
ermmtmmila mmoooaltrimm dm lo# pmrJamtro# dm Im mdmmm.
Baimtma trm# pmrdamtro# dm Im# fuamlonm# tlpo
(2) qum moaaima# dmfiammom, porqum mmrla auy utlllcmdo# 
tmato por mu letmrprmtmmlAi mmoafal mm mono per ml umo qum 
dm lo# «dmao# #m hmmm ma lo# modmlo# ammrommoafaimo#*
Como todm mlmmcimidmd mxpcmmma Im rmrimmifa pmrmmatuml qum 
am produmm ma ml alumi dm produomifa glo&ml mumado mmrim 
mo ua 111 (ma mmtido mproalaafa} Im mmtldM mpllmmdm dm 
uao dm lorn fmmeormm# mmntmaimadomm oom*mmatm Im dml otrm y 
toama# por tmato# Im foxami
*K "  *B Hh *a •  Hh
pmrm ml mmpitml y trmbmjo rmmpmmtlmmamotm*
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2# La rmlMAtân ém aiAatlttiaiA i m ktn  do#
(motor## pro4kiotlvo#« Dmfinidm ooo» ml tomlmmtm matn pro# 
duetlvidmdm# mm%%iomlm# dm lo# do# (motorm# mm mmmmtidm#
* * S *
K
RM8
K
2 -  a
#immdo Im dml mmpitml rmmpmmto dml trmbmjo y SMS^  #* 
WfcmnteÉttlm é ê l trmbmjo rmmpmmto ml mmpitml y mmtmmdo mm# 
bm# dmfimidm# mon Im mrigmmeim dm mmmtmarnrmm ma Im mdmmm II# 
mmm imomumatm# Aabm# rmlmmiomm# «mrgiamlm# mm pumdma mxprmmmr 
ma tdrmiao# dm Im# mlmmtimldmdm# matm# dmfimidm# ma (3) ym 
qum#
* «
H
k "  RMS. (5)
4oad« k ("K/N) • •  • !  ##plkml p#r « Ip ita  o tllla aéo  «a Im M e- 
aomfm#
Lm# rmlmmioamm mmrgiamlm# dm mmbmtitumidm dmbmm #mr 
dmmxmmlmatm# ma ml mmtidm dm qum BHB| dmbm dimmdauir m mm# 
didm qum munmatm lm mmatidmd mplimmdm dm trmbmjo y dimmdauym# 
por tmato» lm dm mmpitml# mdmatrm# qum dmbm dimvdauir 
mumado mummatm ml mmpitml#
ml momimatm mutrm lm umriM ifa fa  lm rmlmmida ma qum mm 
mplimu lo# fmmtorm# produmtiuo# y lm vmrimmifa fa  lm rmlm# 
mido amrgiaml fa mifaititumido matrm lo# nimaomt
4*28—
K/H N/K
I#**#**#"#"#'#'##. 88 f Æ.\
dfdE/dM) M'SfiÊY’ '® '
4K /«  «M/4K
que mdlMf» MiMlllas tramfenMUtloM», «a #1 otto  d4 que 
(2) MM warn funolén hoaogaaaa de grade aae, terne le  formel
V *
------------ (7)
mxyo slgalfleM o Moofalmo faatro fa la taorCa fa la produa# 
ddn y  la  dlacrlbuelfa fa la ramta aoalimaraao# en e l capl# 
tulo #iguient#e
Ixiata# por dltleo# une laqwrtamte propiedad dfa# 
tm  fa la# funelon## fa pmfaaelfa# que earaaterima la tea# 
nologCa que iMorpomn# Si #l proaaao produntlm que 
la ffaelln  fa produaeifa e# repatibla m  a l aantWo fa  que 
para aumentar m  un U  a l produato final e# naaaaario aumem# 
ta r an un b% la# aaitf:idafa# apliaafa# fa todo# lo# faatora# 
aon#ifarado#9 daalm# que la produaaiA# aa ti m jata a randi# 
adanto aoutanta# fa aeaala# n iattra#  que an a l aa#a fa qua 
a l pmaa#o no #e# rapatUila# ai ami## un maman ta  #%q»#riar a l 
an lo# fMtora# #a diae que a l proaaao praaanta rendiadanto# 
daermianta# fa aaaala y  lo aon tn rio  en e l m #o fa que a l 
mamorn aaigifa aaa manor fa l b%# indiamdo## non a lla  que 
a l ao#te madio# fa pmduaaifa a# aonatanta# araaianta o de# 
aruoiant# raapaatiuamanta#
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X adepeadlm teM ate d# l e  « sa e tieo d  «on que le e  
funeionac egw ged ee de produeeW m eon tiwadin ie ate e  eon etq g  
te a  de e e e e le  tep rea ea tm  e l  Amelonemdeatm t4 e ^ e o  r e e l  
de une eeo a en fe  eo n erete , ee  év id en te  que, eeno d le e  8TZ- 
ŒUERt "eu e e n e i l le i  y  m en ejek ilid ed  hen eupendo eu e lq u ler  
eeerdpulo eebve eu r e llie n o  y  hoy d (e  eon inmeneemente popu- 
le r e e  e n tr e  lo e  eeonoeietea*  (9> .  S ete  ee  e l  n o tiv o  por e l  
que eoav len e detenem oa e lg o  en  e l  eetu d ioe de le e  Cunelo- 
nea de produeeldn «on nradiedentoa eon eten tee de e e e e le *
Le rep reeeeteeid n  de rendimiemtoe de e e e e le  eu e- 
le  h eeerae por medio de une Cuneidn de produeei&e honoge- 
nee t e l  que (2 )  toem le  form ei
h " t  •  y  (hKt bN) < i )
y euendo jg * 1 , e e  d e e ir , euendo l e  fuael^n e e  hoengenee 
u B lte r le  en tre  K y  N, «odcten  rendi mlento e  eo n eten tee  de 
e e e e le .
En g en erel eodee le e  fu eeion ee de prod ueeifn  que 
ee b œ  u tt lte e d o  en tr A e jo e  e n p fr ie o e , y  l e  neyorCe de le e  
que en elin aran oe me# ede l en te ,  eon heewgene e e y , eden le ,  
eon eep ereb lee  (e e  d e e ir , lin e c le e  d ire e te e e n te  o  en  l e  
fore#  lo g e r fte d e e ) , y une bueae p erte  de l e  p o lle â e c  que
(9 )  Ver ETIOUOI. te o r fe  de lo .  h — t * .  M edrid, e d . B eretho  
P rtvedo, p eg e . 185*
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haa ayMado a aelarar ## ha xafarU o a la  axiatanala e M 
da randisdaiitoa am atantaa da aaaala an la# indnatrla# ma# 
mifaatnxara## par la  anal a l  andlial#  iom al da la# fno#
elona# da prodnaalfa linaala# y honoganaaa a da grado nno
tiana In ta rl#  ta lr la o .
La sisipllfiaaaldg ma# important# qua maba haaar 
ao aata alaaa fa fuoelona# a# #u axpraalA# an tlrWLno# par 
odplta# ya qua m  a l  oaao fa  qua #a au#t»la (8)» podamo# 
a la g lr  como valor fa m la invar## fa l  amplao, am ouyo aa#o 
la  (unoiAa fa  produooifa puafa anpraaaraa ##(#
Y/H " F (K/n, g/N) m £<k) (9)
doofa f  no tandrfa por qud aar aaraa tarfa tiaa  homoganaa# 
Utilixando la# la tra#  mimdaaula# para lo# tarmino# par o l .  
p ita  podrla anpraaaraa (2> aomoi
y * f (k) (10)
famfa la  faima variabla infapandianta a# a l aap ita l por 
hontoa amplaafa o por bora trab a ja fa .
tnfadablanmfa la  produatividad marginal f a l  fan* 
to r  cap ita l a# y# por tanto# la# antarioraa aondiaionaa 
amigifa# a la  ftnmdA# (2) obligan a qua ma poaitiva y f |^  
nagativa# Adamla# aiguiando a ALL8H (10)» an a l  aaao qua
(10) farnALUm# MAAKoammom*# TWmmmy (A Matbamatiaal T raat. 
mant)» Haamillan» London» 1967» l*^ ad» pag# 44#
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noa ooupa #e pueda expliciter e l conjunto de oondlciones 
de una funcldn (10) para que tenge buen oomportemiento con 
algdn d etelle , exigiendo que f(0) sea nula y que euendo el 
capital per odpita tienda a in fin ito  la productividad xx*r- 
ginal de dicho factor tienda a cero (ee deoir, la funcidn
(10) ee cdncsTa reepeoto al eje do abcieae) y que# por 
e l contrario# cuando e l capital per cdpita tienda a he- 
oerae nulo, la productividad mencionada ae haga tan grande 
ocxao queramoa.
L o b  aprdmetroe ante# definidoa (elaetioidadea de 
lo# faotorea produativos# relacionee margin&lea de euba- 
titucidn y elaatioidad de aubatituoidn)# pueden oaloular- 
ee mediant# aenoillas transfonsaoionea a travda de la d i- 
ferenciaoidn de (10) pueata en la forma ï  » Mf(k)i
Eg -  Ej, -  (f(k)-kf^)/y (3*)
■l«ndo Im# relmolone# marginale# de eubetltuoi^ni
f(k) -kfk
BUS, -  -    (»')
 ^ fk
y la elaatioidad de aubatituciént
pardmetro# todo# ello# que oumplm la# ml#ma# oondlolone#
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fa  algao que lee obteuWee perm le  funelfa geeerel (2) 
eiempre que eete y# per ten te le  (10)# e e tle  bien f a f in i .  
fae#
2 .3 .  La ImtÊASa Am nm J.uM .tA i COBB-DOIIBLAS.
Como e l  propio DOUGLAS he empreeefa reeientemen. 
te# le  fuaelfa fa  profaeeiln eoaoeifa por elm nombre fa  
C*^ B.OOUGLAS neeil en le  primevere fa  1927 " euendo dlbu* 
j l  en %m pe^el logerftmieo# ( I )  e l  nfaero fa  trebejedoxee 
fa  lee Industries menufeetureree fa  los Eetedos Unidoe 
faefa 1899 heete 1922# y (2) lee mejoree eetimeeionee que 
puefa tener eobre e l  eep ite l l i jo  fa  lee in fae triee  menu, 
feeturerse# fa flee te fa  en d lleree  fa  pofar edquieitivo 
eonetente* ( I I ) .
Xnieielmeifa es te  re le e ifa  logerftmiee biro que 
eue eutoree peneeeen en le  M ieteneie fa une funeifa fa 
profaeeifa f a l  tipo i
Ï  •  •  (11)
y so# •#<!— to—  oopfttom# tmtotmlo# poro lo# dmto#
(11) 0(KI8M8t "Caanone# oa Ch# Cobb-Oonglm# frodoettom*
ruMciea", «0 ihiftn #e SmtrtMl Anm&MU ef BmdMHlilmi,
H.B.SJI. Fr^MMCon, 1967, pag. 15.
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mmaeleamdee en le  e i te  diercMi eene reeeltedo 1*0*25 y 
j*0*76. Sin enbevgo# no no# oeuperenoe ehore de eetoe 
eepeetee eonereto# y dejerenoe eu d iieuelln  peve e l  ee* 
pftnlo IV» enelisendo ebore eolenente lee ee ree te rle . 
tleee  (o n e le e  y poelblee n tllleee ienee  de lee fnnelonee 
de predneelln del tlpo  C08B.{KXIQLA8«
Podenoe e«q>ooer In lelelnente  quo le  Amelin
( I I )  perteneee e %me de lee g  enpreeee quo eo i^nen  le  
Indoetrle enellsede pere ver eeeo en eete eeeo le  e*r#~ 
geeiln no ee exeeelvemente d lf le ll*  dejendo eperte problg 
mee eeonomltrleoe. Supongamoe qne cede une de lee g  en. 
preeee eoneideredee que eee^nen le  induetrie produeen 
l /g  del to ta l  del velor efUidide bvuto del eeetov y» por 
tente* le  predneeiln egregede podrfe espxeeeree ee£t
A " 4  "1^  ( b - l . . . . a )  (12)
y et* edenle* eupenenoe que eede enpreee del eeeter en# 
plee l /g  de le  neno de obre to ta l  y l /g  del etoeb to ta l  
de cap ita l de la  induatria eoneiderede* pedrenoe empre. 
ear llanendoi
K /*  -  «h y  " /m  -  ^
la tSxmalm (12) da la algolaaea f aimai
a  " a (K/a)^ (#/a)^ (is)
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que M # l M io de xeedinieeCee M eeteatee de eeeele ee que 
le  euee de 1 y j  ee le  uaided* d l eo«o teeultedo eseete* 
m a te  le  fu m ila  ( I I ) .  Keturelm ete lee emueetoe eoe m y 
xeetrle tivoe y eu oeAelle d if le u lte r l  en eievte m dlde e l  
problème de le  egregeeiln# pero en euelquler eeeo e l tlpo 
de funelonee COËMWOIM tiene une egregeella no exeeel* 
vemnte eompleje e l é  eer fa  forme ed ltlve.
Aaelleenoe ebore e l  velor fa  loe perfaetroe eo. 
noelfae en e l  eeeo generel fa  eete eleee fa  funelint
T -  a (14)
Lee produetlvldedee m rglnelee fa  eede feetor 
en le  funeiln  (14) tomen le (om et
r ,  -  (W )
y fa  forme eim ilert
Fw * P (16)
"  M
por lo que le  re lee ifa  miqiinel fa  eubetitueifa en tre e l 
fa p ite l y e l  trebejo ee# por (13) y (16)#
f igllg m  gm  m mhmmrnm ( I f )
For tlltim # loe perfaetroe e que ee tfa  elevefae 
loe feetoree produetlvoe eon# preeieemente# lee eleetieifa«  
fae fa  eede uno de e llo e .
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Veamo# ehora a i la  fuaaila  C*B.IK)08LAS eunpla 
loe eopuaetoe que benoe beabo para pofar fa e ir  que a e t i  
bien fafin ifa#  y qui lim itaaionae tiaooo loe poeiblee va. 
loree fa  loe parlm troe fa  diehe fuuoifa.
En primer Iu|^r#^flM la  eantifad obtonida fa  prg 
faeto  ba fa  eer poeitiva» e l  parfaetro g  ba fa eerlo ta# , 
bien, lo eual no ee fa  entraftar toda vas que ne ee mae que 
un ta  parfaetro fa  medifa, ee deo ir, lee unidadee del pro. 
duoto f in a l pueden expreearee en funeiln fa  g , eon lo que 
le te  faeapereeerfe de la  formulaeiln (14). For o tre  parte 
lae produetividafae marginale# ban fa eer poeitivae, por 
lo eual loe emponentee de loe feetoree ban fa  eerlo tafa ien . 
AdeaJe, eareeerfa fa  eentifa  eeonleieo deeir que lae elae* 
tieidadee fa  loe feetoree reepeeto del produeto f in a l tone, 
ran va loree negativoe. Indudablemente en eetae eondieionee 
la  re la e iln  «arginel fa  eubetitue iln  (17) ba de eer deere. 
eiente en e l  eentido aeignado en lae piginae an terio ree, 
puae la farivada fa (17) reepeeto fa  M ee eiempre negative. 
For lltim o , lae farivafae fa  lae profaetividafae mergina. 
lee tornn la  forma:
*KK " * « (1#)
que para eer negative exige que a lfa  eea mener que la  un i. 
dad, obteniendoee la  n i eue eondieiln para beta en e l  eaeo
de F—«#
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Beta tSltlme ee realeente la  tinlea eeed ieile  eo 
aoteevldeete que ee ieveee a la  fim eiln. le  efeeto , ee 
ea le te  notivo alguao a o r io r i para l in i ta r  la  elaatio idad 
de loe feetoree produetivoe a valoree ieferio ree  a la  u n i. 
dad, porquejPSeeulta ildgieo eijqweer que a l aumeetar en un 
l  por eien , por ejemplo, la eantidad aplieada de e a p ita l, 
la  obtenida del produeto lo baga en mayor proporeiln, puee 
eeto eolo e%qpondrl la  erieeneia de rendinientoe ereeientee 
de eeeele para e l  eeetor eon&iderado.
Lo an terio r noe lleve a l  problème del tipo de 
rendinientoe de eeeala que preeenta la funeiln de COBl* 
Beta ee, evidentenante, una funeiln bomogenea. 
iuetitiQFendo en (14) lae variablee independientee por e lle#  
miemae multiplieadae por un parfaetro eualquèera, obten* 
driamoe que e l  produeto f in a l bebrfa ereeido mm eee miemo 
pardmetro elevado a la  euma de loe emponentee de (14), 
eon lo que la  bemegeneidad ee de grade a lfa  mie beta, que 
indiea que a i  la  «mm de loe eoefieientee ee iguel a la  
unidad (eomo en la  funeiln fomuldda originalmente por 
loe autorea para la  induatria manufeeturera amerieana), 
tendremoe rmdimletttoe eonetmetee de eeeala, a i ee eupe* 
parie r a uao ereeientee, y eimee in fe rio r a la  unidad de. 
ereeientea.
Por lltim o ealeularemoe e l  valor de la  e la e t i .  
eidad de eubetitueiln  de la  fumeifa (14) aie impener een.
.3 7 .
dleio#*# m p rio ri # loo porlmotroa on e l  aentldo del t i .  
po do rendinientoe de eeeele erie ten tee  ye qne# eomo ve# 
renoe# eete perlnetro ee independiente de diebo tlpo  do 
enpueetoe en e l  eeeo qne noe oenpe. Aplieendo (5) e (14) 
y por le  erpreeiln  (17) obtendrenoei
éduu) dfK/a)
--------- I < „ )
v sb csK l iLt K/iiiill)
dX/dM K/ V
ee deeir# le  elmetieided de eubetitueiln  ee iguel e le
unided y oonetente, por tente# pere eueleequiere veloree
de loe perfaetroe de le funeiln (Id ) . Eeelnente eete II*
time eondieiln ee le que define# deede e l  punto de v ie te
metemltieo inequivoeement e , e le  funeiln OOBB.DOU0LA8# ye
quo le  eeueeiln d ifereneiel quo reeu lterfe  de beeer iguel
le  e leetie ided  meneionede e Im unided dl# eomo eolueiln#
le  funeiln (14).
Aimque le polfaiee en tomo e ei le  funeiln  COBB 
DOUBLAS preeente on reelided rendinientoe eonetentee de 
eeeele o al# de le  que noe œuperenoe nee edelente# e x is t ,  
ten podereeee reeonee pere ^eyrender por qui eu u t i l i s e ,  
e iln  be ido eeei eienpre eeonpefiede del eupueeto de quo 
le  euee de loe eoefieientee ee iguel # le  unided. For une 
perte eeto eeegure que loe reedinientee de eede fee to r 
produetivoe por eeperedo eon deereeientee eomo benoe v ie .
•38*
to  moto## y odonle U  Amoifa tiene ne yerânetro neno# 
eon lo qne lee eontreeteeionee eeq»£rieee ee eieq>lifieen 
eoneidereilenente. Fero qn isl lee doe reeonee Amdenen.  
te lee  eeen qne# por une perte# pere nnebee inveetigeeio* 
nee eoonlnleee# le neturelece de loe rendinientoe de ee- 
eele ao oonetituye un deto eignifieetivo  por lo qne e l  en* 
ponerloe eonetentee ee une ei#q>li(ieeeiln vdlide en le ne. 
dide que no entorpeee a i  lim ite loe reeoltedoe del e n l l i .  
eie y f e e i l i te  loe ellouloe de forme notable. Le resin  
bleiee ee enenentre# ein dndet elgiine, en e l  beeho de qne 
eolo ei le  enne de loe eoefieientee enponeneielee ee le  
nnided# le  Ameiln C08E.DOUGLAS pem ite denoetrer eono e l  
produeto to ta l  ee reperte integrenente entre loe feetoree 
produetivoe eegén e l velor de eue produetividedee nerginelee 
ffeieee# y loe eoononietee eeben heeer d ifie iln en te  f  rente 
e noe e itn ee ila  en que eeto no ee verifiqne#
Fnero eee por eetoe notivee o por o tree enelee. 
qniere# lo e ie rto  ee qne le  fnneifa meneionede# eon le  l i .  
n ite e iln  de le  bonogeneided de grade naiterie# be eobredo 
une inportaneie te l  en le  l i te ra tu re  eeoniniee que nereee 
le ngn pene emeniner eu enpreeiln einplifieede en e l  eeeo 
de que ee puede empreeer en tim ia o e  per elpite# ye eetu# 
diedo entee eon generelided# Bn nueetro eeeo ee rli
Y/N -  # (E/M)^ <N/N)/® *1
y •  •  (20)
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Le Com ileeiln (20) cuBq>le todee lee caedleloaee 
oeeeeerlee pere eoeeldererle de been eomportemiemto te l  y 
m m  ee expllM  ee e l  primer epfgrefe de eete eep itu le t
1. y(0) * e 0 "  0
2. lim it. -  l i a  *oi 
k . .^  0 k ..*0
3. liedLte •  0.
00
dedoe loe Ife lte e  Inpueetoe e l eoefieieete l U l .
Por eupoeeto# le  ep lieee ile  de (20) e (4*) y 
(6*) d l eoeo reeeltedoe loe veloree ye eœoeldoe# pueeto 
que fd le  releeW e «ergiael de eubetitueiln  n i le  e le e t i .  
eided de eubetitueiln  dependen de loe ueloree eonereto e 
que ee eeignen e loe perinetroe#
Podenoe# por lltimo# eetudier loe dos eeeoe e%. 
txenoe que pueden preeenteree en (14)# euponidndo rend i. 
n im toe eonetentee de eeeele# y que ee preeenten euendo 
une de lee eleetieidedee de loe feetoree uele le  nunided 
y le  otre# por lo tente# ee nule. Bn e l  eeeo de que e l  en. 
ponente del trebeje (bete) eee nulo# obtendrraoe %me fun. 
e iln  fa  produeeiln rente que releeiome proporeiondL mente 
e l  eep ite l eplieedo en e l  proeeeo produetiuo oon le  een. 
tided obtenide fa produeto enfin une proporeiln g  y que 
ex ig irl#  por tento# que e l  uoIubm fa eeq>leo fa le  eeono. 
wùk ee ejuete  e loe requerimientoe del eepitel# Bete ee#
.4 0 .
reelmrate# le  fueella de produeeiln tfp iee  de loe nedelee 
del tipo de HAIROD y DOMAR» eobre loe que uoluerenoe nee 
edelente euendo eneliennoe e l  eonporteniento y le  e ig n i. 
f ieee iln  e lergo pleeo de le  funeiln OOSB.DOIJQIA8# En e l  
extreno opueeto eneontrerfenoe une funeiln del tipo#
Y # e N (21)
independiente del eep itel y que eolo podrienoe u t i l i s e r  
en un nodelo nuy e eorto pleso en que e l  s  etoek de eep i. 
te l  eetueiere dedo, eunque en eete eeeo hebrfe nufao que 
duder de le  fome (21) eono repreeentedore ree l de une 
teenologfe poeible# e l e%qponer eonetentee le produetiv i. 
dad nerginel y nedie del trebejo eplieedo e un etoek ém 
eep ite l f i jo .
Heete equf benoe enelisedo e l eoe^portMiento 
purenente tien ieo  de le  funeiln CCHIB.IKXXK«A8# y e l  e ig n i. 
fieedo produetivo de eue d ie tin toe  perleetroe eef eono 
lee veriee fomee que puede preeenter eegdn loe d ie tin toe  
ueloree de equelloe. Fero pere in te rp re te r eeenomieennete 
mie funeifa de produeeiln» ee deeir# pere beeerle opere. 
tiv e  dentro de un nodelo produetiuo generel y pere obtener 
eonelueionee reepeeto de le d ie trib u e iln  de le  rente# por 
ejeeg)lo# ee neeeeerio beeer elgunee b ip itee ie  edieionelee 
eobre e l  tipo  de nereedo que preveleee en e l  eieeene eee»
•"41.
ofaieo#
Le h ip ltee le  nee geaerelleede eobre le  que ee 
be eee todoe loe trebejoe empfrleee reelieefae eon le  fan. 
eWn de produeeiln» ee le  exteteneie de un nereedo perfee. 
to pere loe feetoree» en e l  eentido de que eue preeioe 
eonetltiqren detoe pere loe enpreeerloe y de que nieguno 
de e llo e  puede» per tento» eetuer eobre lo t nlenoe e tr e -  
u le de lee uerleeionee de eu demende pertieuler# Eeto 
eupone» edenle» que loe feetoree preduetluoe ee re tr lb u . 
yen eegdn eu produetlvlded nerginel ffeiee( en tim in o e  
noneterioe eegdn e l  velor de le  n iene). Ee deeir» be jo 
e l  eiqmeeto de lib re  eoneurreneie hebri de v erifiee ree t
w 'I
que en e l  eeeo de rendinientoe eonetentee de eeeele ee#
V * (l.oO 1
I
donde n ee e l  tipo de eelerio  nedio en unidedee del pro* 
dueto f in e l y r  e l  preeio del eep ite l nedido en id ln tieee  
unidedee. Eeje eetoe eupueetoe ee obvio que ee eunplirle  
le  eondieifa neeeeerle fa  equ ilib rio  fa  le  produeeiAe ee 
e l  eentido fa  que le  re le e iln  nerginel fa  eubetitueiln  
eee iguel e l eoeieate invertidox fa  loe preeioe fa  loe fqg
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tore#, ye que per (23) I  (24), eetoe preeioe no eon eine 
lee produetividedee nerginelee.
Bejo e l  enpneeto neneionedo, ee tenbien poeible 
eono denneetre UALYS&8 (12), obtener one funeiln de eoetee 
aeoeiede eon le  de produeeiln de CMB4XXX3iAS. E feetive. 
mente, eupèniendo qbe eetemoe en eondieionee de equ ilib rio  
m epetitivo  (ee deeir, que le eurve de eoetee repreew te 
equelloe puntoe pere loe que ee poeible obtener une d e te r, 
mineda eantidad de produeto eon e l nfnino eoete to ta l  poei. 
b le ), ee fe e i l  obtener lee espreeionee de lee eentidedee 
eplieedee de feetoree en funeiln de le  obtenide de produe. 
to , que elni
n m t *•
f i
mmm
ex h
(25)
K -  I ( 26)
y le  funeiln  de eoetee to te lee  reeulterfe# 
y de eq«d, einplifieeado#
(12) UALTEEE# "Produetion and Coete funetiones An Eeo#wnie 
Survey*, l8W *a#ttlSâ (31)# enero .e to il 1963, pege. l  y ee.
cC-V-^
" f  Y
que M e l  eeeo de rwdladsntoe eoeeteatee de eeeele podrfe 
elsq>llfieeree veeulteadoi
Y (29)
1 .  o(
en le  que e l  coete medio y merginel eerfen iguelee, ye que 
le  funeiln  (29) ne ee eino une rente que peee per e l erigen 
e l eer e l  eelerio  une eonetente, lo euel podrfe heberee 
demoetredo te t^ ien  por medio de le  funeiln CCHUI.D0II6LAS 
(20) direetemeote.
8in eubergo, en eondieionee menoe Ideelee que lee 
de eompteneèèe perfect# y lib re  eoneurreneie, puefa produ- 
e iree  exploteeiln  re la tiv e  fa  elguno fa loe feetoree pro» 
duetivoe e fevor fa  otro per e l  propio ia tento  del empreee. 
r io  fa  memieiieer eue bM ofieioe, y le  funeifa egregede fa  
produeeiln puefa proporeioner pruebee, dentro fa  un nodelo 
produetivo generel, fa  le  exieteneie o n i fa  d ifae expie* 
te e iln  y del grade d re la tiv e  fa  le  niene# Siguiendo e 
BEOW (13) y treeledendo eu tre ten ien to , originelneete ree* 
lisedo eobre une funeiAm CES, e le  COEE*EOU01AE, podenoe
(13) EROWN# *A Heeeure of the Change in  Eêletive Explotietion 
of the Capital end labour* Of M m * # #  «W i t i t t i i t t U
(48), neyo 1946, pege# 182 y ee#
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euponer que lee fwelenee de o ferte  de loe doe feetoree 
produetivoe tleueu uee forme expomeeeiel eomo*
N "  A * "  S  W -  # * 1 / "  (SO )
K " B 6 r - b  K ^" (31)
domde m y n eoe lee eleetieidedee de oferte  del eep ite l 
y trebejo  reepeetivememte# y e y b lee releee m-eime y 
m^eime de loe perdmetroe A y B# De (30) y (31) ee obtie* 
ne inmedietemente que le  retriboeide to te l e loe trebe* 
jedoree y e loe eep ite lie tee  ee*
l  4 I/o
m H * e M (32)
l  4 l/m
r  K "  b K (33)
y e l  empreeerio reeiM el im teeterl heeer mdmimoe eue berne* 
fie ioe  o, lo que ee lo miemo, obtener e l  mfoimo de le  eu* 
me de (32) y (33) que eon eue eoetee de produeeidn, de fog 
me eomdieionede e le  obteneiln de un volunen de produe* 
oiAe deeeedo# Fer tento , podemoe obtemer une funeiln euxl* 
l i e r  de UORARIB te# que*
I  ■ •  l|2*l/« ^ ^ k241/m ^ g (Yg.K^N^) (34)
mya# eomdiaiaa## 4# « ttn m liu e id o  «#Whi
1* "  (1 * l/m) * .  t  y ,  "  0
(35)
1% "  (1 * l/m) r  -  e y^ ■ 0
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y #1 w epU —  4#l a lM l é» pretfoMlAi ##m##4e . OpavMte 
oon la# MBMWtam»# d#l #i#t#m# (33) obfofa«mo#i
# SjLmimJklMiL —JL- m (36)
qm  ## «U.f«M(Mi# 6# U  #oe6##l6m ém equ ilib rio  M###tiei«o 
$a?eet#e#w*ee am #1 facto r (161/B)/(UI/m)>
Ea a l  aa#o da qua amba# alaaCiddada# da o farta  
aaaa Iguala# (« •  a ) , ao a a lae ic i olagda problaaa ya qua 
(36) ao laa ld trfa  aaaaceaaata aoa la  altuaalda aoapadtia** 
Par caaCo, a l  alamaaco alaaa par# Jaagar la# aeadiaioaa# 
da poalbla axplotaalda da ua facto r vtaaaa dataraiaadaa, 
n l#  qua por a l  valor aaafriao da la# ala#ctaldada# oaaalo- 
aada#, per la  d lfaraaala aalataad» aatra  la# aL#aa#,
Ba a l  aaao da qua a #aa mayor qua a , a l  aoata# 
ta  (161/a)/( 161/a) aarl amo# qua la  ualdad ya qm  taMo 
a l  aoaarador aaao a l  daaoalaador aoa aqroca# qua f a ta ,  a l  
Crater## da a laa tl d dada# da o fa rta  poalt&vaa, Wlaatra# 
qua a l  prlaacoaa a#, am acta aaao, aaaor qua a l  aagwmda.
Em aata# aeadia ioaa# a# alarm qua #a pxoduaai
am qua a l  trabajo  cap lo ta  ra la tivaaaata  a l  c a p ita l. Bate aa 
daba avidamtaaamta a qua la  o farta  da trabajo a# aaa a l la -  
t ia a ,  aa euyo aaao la  Maaida aoaepaoaCatiaa cobra aata
factor et mee d lf le l l  oonperatlvenente de réaliser que 
eobre e l capital ya que una llgere dieminuoidn del eala* 
rio treerfa oonaigo una drdetlca reduceidn de eu oferte 
mientrae qua e l preolo del odpltal ee mae manipuleble 
al tener una oferte oomperativamente rfglda*
La eetimacidn del valor del cooiente ( l i l /n ) /  
/( lil/m ) no preeenta probXemae eetadfetiooe eepeclalee 
y eu dieoueidn ee poepondrd al caeo de la funeiln CBS* 
Tamblen pedrfan obteneree, por ejemplo, ciertae medidae 
de la explotaciln relative del factor que ee tz*atara y, 
una ves eoneeguldae, eetimer e l parlmetro reeultante de
( 36 ) para contraetar la bonded de la hiplteeie de eupo. 
ner que lae eleetieidedee de oferta eon eonetentee, ee 
deoir, para probar ei lae funelonee de oferta del tra* 
bajo y capital toman o nd la forma (32) y (33)#
Una ves Introduoldoe en e l problema de la re . 
trlbuoidn de loe faotoree produotivoe, ee Importante deg 
tacar e l eignifioado de loe exponwtee de la funeiln 
COBBmOOUGLAS es la teorfa de la dietribueiln de la  resta, 
aparté eu eignifioado c<mo eleetieidedee de loe faotoree, 
porque eete ee uno de loe puntoe fundamentalee en torse 
al ciml gira la polémloa aobre el exlete o nl explotaolln 
relative de alguno de loe faotoree*
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Loi pmxfaetxoe #lf# y  beta, en cm peteM ia per* 
feeta , aoa La# proporeioaee to tale#  éel profaeto# qæ  lo# 
feetoree reepeetivo# obtieaeo eomo retribm eila a ao preata* 
e ilo  a l  proeese pvoéoetivo* Sn efeeto , la  p artie lp ae llo  
del fae te r trabajo ea e l  proéoeto f ia a l ,  veadri repreaea* 
tada, ea ta a te  por oao, por e l  eoeietae entre aya retrlbqg  
eioaea to ta le#  y e l  produeto f ia a l obtenidoi
(37) 
Y
que, en e l  eaao eonpetitivo, re a u lta r l por (23)•
(38)
e igoal aœede eea la  p a rtie ip ac ila  del capital#
81 problema plaateado ea que, aegtia D0UQLA8 (14), 
ai laa partieipaeiomea relativma de loa fæ to rea  prodœtiS 
voa a# ajoataa a loe valoree eetimadoe de loe eoefieim tea 
de e laa tio idad , ao pmade e x ie tir  ex p lo tæ ila  moaopaomfatiea 
re la tiv e  de faeter# Eeto, realmeate, ao ea e ie r to , arnaque 
af lo  ea au reelproea, y  la  rae la  de eato ee eeematare ea 
la  d ifereaeia  e tare  e l  eomeepto de produetividad margiaal 
ea la  teo rfa  eamémiea y  e l  derivado de la  femeila de pro* 
dueeiln maeroeeoafaiea#
(14) DOWLAS y smOMPEWEEMm»# *Croea*Seetioa StudUa ia  the 
Cobb*Douglae Froduetlom fu æ tio a* , 
gOBt dieiembre 1939#
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8n e l  een ^  tfe I# teo rfe  de le  empre##, e l  eee* 
eepto de predeetivlded eergieml e # tl totelmeeee eeotedo#
A elvel egregedo, eie eetargo, y u tiliseedo  detoe de eee* 
e i le  mixte per# I# ee tieee ile  de loe perfaetroe de le  
fueeifa fa  C0ftB«4H)U(ILAS, e l peeto re e l, em ereto ee que 
ee e i t le  eefa empre ee, eoeetititye eee fa  loe qee formee 
I# eube fa  peecoe fa  la  meeetra u tilisad a  ee la  eatima* 
c i le .  Eeto quiere deeir qua la  feeeifa  fa CW8*DWGLA5 ea 
ellugar geoaltrleo fa  loa puetoa ee qua ae e i tfa  eada m* 
preea bajo e l eupueeto fa  que toda# e llae  ea tfa  maximi* 
saodo eue beeefieioe y que, por lo taeto , todoe loe pim* 
toe eoe rea lea , ee eontra fa  lo que aueefa ee la  teo rfa  
fa la  prodttceifa ee qua eealquier pumxi qua mo maximiee 
loe beeefieioe ear# quiel fac tib le  pare bipotltieo# Eato 
quiere deoir qua la  produetividad marginal obteuida aobre 
la  fumeifa fa  produeeifa agregeda, ea uaa produetividad 
im^ympagfafe . porque eu medieifa aupome e l paeo fa  un 
puato a o tro  fa  la  mfae a a ju a ta r, ee deeir, la  profao* 
tiv ifa d  emrgieal reau lta  fa  eomperar e l  aumeeto fa  pro* 
dueelfe obtemifa a l paaar fa  uaa empreaa a o tra  y ao fa  
ameeatar la  eantidad aplieada fa  un fae ter deatro fa  la  
aiama eeq^reaa o w a te r agregado# Mormelmeate la  profao* 
tividad marginal fafin ida en tirmiaoa fa  la  funeiln #088* 
DOWLAS a e rl in fe rio r a la  prefaetividM  margiaal te ir i*
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e# o y tttlllcando ml g rifleo  ém RKDEH (15)»
podmtmm ûmm»trmv mam mm #ltu#@W# ém w p lo g M l^
del trebejo  «nuque «et# eem vetxibuldo de te l  forme que 
eu pertloipeol&e eu e l produe to to te l  eee bete.
Km le  figure I# le  eurve A4 ee le  de le  produm» 
tividW  mergiael imteree^reee (eeleulede eobre le  COiB*
(13) KKDKK:"Am Altemetime Imterpretetiom of tbe Gobb##ouglee 
Fufustiofi'*» Eoomomepriee. luliomoetubre 1943» pege# 299 y ee#
«*30*
D0U814S)» y BB le  produetlvWed mêxglnml iatM «
mempr#### Bi volumem de emplee de equllibirlo ee eu emd»oe 
eaeee Iguel (W^), pero e l  tlpo  de eelerlo ejuitado eobre 
le  fumeldii egregede eupoue le  mAeteuele de exi lote» 
eide re la tiv e  del trebejo» ye que le  verdedere produetlB 
vided uerginel» pare e l mlamo volumen de empleo# derfa 
luger « un tlpo  ee le rie l w (eompetltivo)* Coeo podrd oÊH 
eenraree» eolo en e l  ease de que los eoetee merglnelee 
y medloe fueran Iguales pare euelquler volumen de w pleo , 
ee deelr» fueran üweetantee» le  retribueldn de loe fee* 
tores eegda la  produetivlded marginal Interempreaee esta* 
exente de exploteoldn monopeonCetlee del trabejo .
La pol6dee y e l  tlpo de trebejoe empfrBeee eo» 
bre le  exploteeiéti re la tiv e  pue^ n geaeretèseree a ie  gmn^ 
dee d lfleu ltedee a mie de doa feetores d» mee eonerete*» 
ueime» a d le tln tae  eelldedee de loe edemoe# fe r  ejemplo# 
podrlamoe ee te r letereeedee en eonoeer el une determlnede 
eellded de trebejo ee explotede por e l  eleteme produetlvo» 
en e%qne eeeo podrCenoe « p l i e r  nueetre primitive funel&e 
de produeeWn ém eolo doe feetoree e t r i e t  e l  eep lte l y 
lee doe eelldedee de trebejo en oueetldk, Seto exige eolo 
omeoer e l  tlpo  de eonvereldn de une eellded de trebejo  en 
le  otre# y entonoee e l ooaqxmente M^ém (14)» eerie  ei^a* 
tltu ld o  port
•51-*
& D)
(8^ •  8^ ( I  tc t- i)* * /* ) -  â  w ( # )
que# eooo puede veree no exige le  eetimeelde ém mSm perd#» 
metre# eu le  funelAs de predueeido egregede# feeteriermegg 
te  ee eplleerCe e le  eueve im m iin  de preAweldu e l  pro#» 
eedliaiei8:o eutee deeerito eou lee eleetleldedee de o fe rte  
de eede fee te r ,  o ee euelieerie  le  pmrtieipeeidu de loe 
ffiiemoe eu e l  produeto fluel# eemperlodolo eou loe reeulte#» 
doe de loe perimetroe eetimedoe y eorri^Leudo eetoe d lt l*  
moe por loe poelblee erroree eometldoe e l  u t i l i s e r  detoe 
de eeceldn mixte#
fee^len le  f%mei&% de (%mB#»D0UQl45 he eido e ve« 
eee utilim ede pere euellxer le  evolueidu de le  teee de be- 
uefieloe cueudo eu un pefe eubdeeerrolledo euneute e l  ee* 
p lte l  per edpite empleedo y e l  mereede ee imperfeeto# es 
deeir# exieten eelerioe difereueielee# entre d ie tiu tee  em» 
preeee. Bu eetee eomdieieeee ee fe e il  demoetrer que mm 
reudWLeutoe eonetmitee o deereeieutee de eeeele# le  teee 
de beuefieioe ee deereeieute 4 NEum (m  L4 fROTOCClh» Y 
e l  eep lte l per edpite eummeteu* Le dmueetreelém de e e te , 
eou tede geuerellded, y e l  eeutreete enpirleo que puede 
fermuleree m  e l  eeeo de rendlml entoe ne ereelmmee# pue* 
de emeotttreree en BAms (16)#
(l6)EÂ8XSi”Froduetlon Fuuotlone,Kerket Imperfeetioae end Seo* 
momie teMeel4Mpme#Wt",#kM;RmedkB I962,peg.344 y ee#
.32*
Vanoe «Aorm# por d lt la o , a n a l l s a r  alfuaoa do 
loo probloMO quo trao oomoigo la  im m iS m  COBE-IHMIGIAS, aim 
o a tra r «éa ou la  o rftiM  gouoral a la  u tll io a d d u  do la# 
fittOBlonoo do produooidu agregadao#
£u primer lugar omiot# uu probloma fundamental 
y eo e l do qua# aunque fuera o ierto  quo las eatlnaelonea 
realisadaa dierau un reaultado te l  que la  e laatie idad  del 
fee to r  trabajo  ooiueidiera eon e l poreentaje do aalarloa 
aobre e l  valor aftadido do la produeeiéa# eato no noa habi* 
l i ta r f a  a auponer qua la  fimeldn do (WB-DOOGLAB era une 
buena apromimaeidu a la  verdadera (y deaeonoeida) fumeidn 
egregada do produeeldB# 8igid.endo a $XMQU y LEVY (17)# 
podemoa auponer quo la  verdadera fm eidn do produeeWn eai
Y #jh'n (40)
do tlpo  lin e a l, adLentrea qua la  ajuatada ea la  trm lieional 
do D8^ B#dX)WlAB# Con la  funeidn (40), |a  p a rtie lp ae lte  del 
trebejo on e l  produeto to ta l  aeria l
Æ j l
Y
fodemoa abora u t i l ia a r  la  fimeldu OOBB*DOOBLAB y deearro* 
l la r la  on aerie  on un punto formado por la  mWia do lea ve*
(17) $mom y LEVY# #A Note on tbe Cobb*DougUa funetion”, 
NnAm Of jjOamiVi larthMU eetubre IMS, page# 93 y aa«
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lore# ob#erv#do# d# 1# produoeiAm, eap lta l y empleo# quo 
## e l  punto eetleedo #egdo loa proeedimieoto# eetedletleoe 
oormmlee# Bo eete eeeet
Y -  Y* * p - a -  * 5(—■- (K-l^) (41)
BL. Bl-.
doode loe eubfodioee a  eigid.l!loeo velorea medioa. El admo 
deaerrollo eo eerie , pero para (40) darCai
Y "  Yg - V  +*^(k -  kg) (42)
e ifualaodo (42) a (41) reau lta ria i
Vb •  fo' mrnHLrn (43)
^ » .
de doode reau lta  quo lea partioipaeiooea eatiaaidea por la 
fiaoelAi G0#E*D0UGL45 (beta) y por la  verdadera funeido
aoo ifoalea , pero la  priaera oo re f le je  la  verda* 
dare eatm etu ra  ieoooldgiea de la  piedueeiAei# Eato oo ea 
maa que e l  e rro r que ae puede ooaMer por e le g ir  uo pumto 
do la  fuueWo ajuatada quo eotooida ora e l  re a l, aua^ue e l 
reato 4m lea doa fuueiraaa aeao d ia tio taa  d , uateuetieaaemte, 
e l  e rro r eraetido e l e le g ir  erao vradadera Ameido la  eo* 
volvrate de lea verdaderea qua, ea uueatro eeao, era lioae* 
lea ^ ree ta ra rae#  fo A tiu o  e r tre ra  date problora no ea 
n#nuda qua uoa nanifeataeido del qua afeeta a todaa la#
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fuMloMia # eatimar, ayaiqua #1 ajuata aea e l  M je r en tre  
loa teenlem ente peaibleai la  eleeeWn a p rio ri do noa 
determined# earae terfa tiea  fnoeional ea aiempre arb itra*  
r ia ,  y la  bradad del ajnate no h ab ilita  a auponer qua la  
funeidn obtenida aea, preeiaaam te, la  verdadera#
Otro do loa problenaa ae eneuerara relaeionado 
eon e l  nvanee tdeideo qua ae produee eon e l  paao del tien* 
po euando ae u tilis a n  datoa provenieatea de aeriea hiatd* 
rieaa eo laa eontraataeiraea. Bo indudable qua auponer qua 
la  foneldn de produeeido ae maotiene eatable, per ejemplo, 
a lo largo de dies aOoa, ea uoa ainplifieaeidn emoeaiva# 
Sin en tra r eo loa problenaa relaelooadoa eon e l  fae to r re* 
aidual y la  iooluaido del progreao tdraieo eo laa funoionaa 
de produeelAi, puade aoalayarae eo e ie r ta  nedida e l  pro* 
blena planteado mediaote la  ioaluaida de un elm ento ten* 
draeial eo la  funeldn egregada, por ejeaaplo#
Y "  (44)
doode t  repreaonta e l  periodo do timmpo eonereto y g  uo 
pardnetro do progreao tdeaino por oonvenieneia, supo* 
nenoa do forma enpooeoeial. La eonvenieaeia proviene do 
qua laa eatinaeionea de la  funeida COM-noUOLAS ae baee 
eo tdm inoa logarftmieoa y la  iooluaido del aunaodo 10*^ 
aigue mantnoiendo la  lioealidad de la  funeidn a eatiamr 
aunque introdusea uo nuevo pardnetro# Bn efeoto, tonando
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lo*mrltmo« «e (44)i
log Y -  X leg K 4 log li 4 S t (45)
losqtie m^xwe urn rnodele eeomeedtrlee w lM O M leu li
X ** # 1^ 4^ # 2  ^ 2  4 # 2  ^3 6 u (46)
doode lea verleblea Z ado odgeoea, la  X eoddgena y la  u one 
pertorbaeido a lea to ria , aomatida a la axiomdtlea de la re* 
greaido lin ea l aimple#
Por dlcieo, ae plantea ua problem# aobre la  forma 
de loa deaplasamdleotoa de la  funeidn de produeeidn a largo 
plane, formMmente way aemajante a la poldmiea en tom o a 
la  eatab ilidad  do la funeidn de eonaumo* Ba évidente de que, 
a l menoa eon e l  paao del tiempo, la  funeidn de produeeiAa 
ha de au fr ir  deaplanamientoa haeia arriba en raadn do laa 
nejoraa teenoldgieaa regiatredaa por la  eeonenf a# Eato pue* 
de repreaentaree per audio de une fm eidn C(BIB*D0IIGLA8 
del tip o i
o( A
Y "  * M K M ' (47)
4omd# M • •  on patiM Uo la ilM  # l gn4e 4# 4*Mnrollo
tM M litglco 4# o u  qu# raopotthi # (47) y ga* mo
4#h# «oafomdlrao «on g* podaoeco 4# m#414#, poooto quo ho 
oomo oquol, mom moomtaMo. Aoaqoo mo mmmom m mmenr 
aqof #m Im 41a««olA> motam Im forma maa aptopia4a 4a M, 
podamoa enfomar loiatalmaiita qma a# amonaatra ralaalaoada
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ora e l  cap ita l per edpita u tllieedo  eo la  eeraraCa, ya 
qua e l  progreao tSeoieo ae M te r ia lie a , a l aamoa eo grao 
medlda, eo loa bteoea de eapltal# De eata forma (47) 
ae eoovertlrfa eo#
Y « ■ (l/M)* K ^ - « (4$)
eato aupone, ram  ha deataeado 7&A8XEL (18), uo iraento  
de lotegraeldn de la teo rla  de la  produraldo deotro de la 
del ereeiadento, ya que euando m y beta aeao Igualea, la  
fuoelAi (48) tomard la  eraoelda forma Y •  a K (a l exlateo 
rendladmtoa raoataotea de eaeala), qua ea la  funeidn 
u tilisa d a  en loa nodeloa del tipo  NAmmDD*DOMAa (19).
Bo eate eaao ae prodoeirfa un efeeto individual 
d ia tin to  a l del eonjuoto de la  eraradia# de igual forme 
que e l  in ten te  ém eada enpreaarlo de traaladarae aobre an 
eurva de raatea marginale# eo lib re  eoiqpeteoeia (bajo e l  
aupueato de pfeidoa de loa fee tore# fijedoe), fueraa, en 
au eonjunto, a deeplaneree de eurva per la  ra ie ten e ia  de 
eeoneadCaa o deeeeonamfae entemaa (qua e lte ran  loa preeioe
(18) FBANKBL#"Ybe Froduetion fu n e tira  in  A lloeation and 
Gmwthi A Syntheala*^, Ammvimma )&evieu. dietenbre 
1962, page. 995 y ea.
(19) Ver, por ejemplo, DCMAt *Bn#ayo de eraooaia dindniea*
doe, Madrid 1966, I# ed, page# 71 y ea. y DOMAti "Bmpaneido 
y empleo** ib id . peg# 47 y ea.
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h#je lea que ae haUCe ewatmèide ü A aa  eureea). Beee 
puede cepneeaeeree tnfleaaamee per medio de urne figure 
000»  le 2.
V
Z ira u L î
Cede urne de lea euproeea iadividuelea pedeeea 
ampooer que cieae urne fuoeWm do ptedaoelAi dol tlpe CWB> 
DOUBLAS, do oeuere que imleialmeote eo oaeueoBre aiDuede 
oa uae pealolie te l ooue T eetoe AA. Pere eede une de lee 
ouproeerloe, o l eaadno e reoerror om»a^o oa e l meroede 
per AA e p a rtir  do T, pore e amdlde que eede uae do ollee
»30»
iu  id ¥ il  4m wmmlael&a# deepWwWWo## motam AA,
#e prodNiom d##pl###mi#a&o# global##, ajwo# # au eontrol, 
qu# h#### #*lt#r bm#MB0flt# AA b##t# SB, q## #oM##poW# 
# on valor orftloo ma# alto  dol pardmatro K do (47), y 
a#l eueaalvamaoto, do forma ^  la trayootorla plamoada 
ox«aiM por eada uaa do la# ompro#a# on Inneldn do ou oa* 
truetura toonoWgioa, #o W altorada por lo# ofooto# oon« 
junto# do todo# lo# omproaarloa, y ol ôaodmo o%»po#t, 
o# ol aofialado on la figura por la roeta Y # a K, quo in- 
diea la sonda do oquilibrio oatablo a largo plaao#
En ol oaao oonoroto quo #o ha formula*», adonula, 
oo o# d if io il  vor mémo la partioipaoidn dol footor traba- 
jo on ol produeto final orooe ma# dopriaa aogdo la  funoiAa 
roalmanto adoptada oxApoat (tipo BABBaD-MMAR), qua aogdn 
lo# piano# on-mto do lo# o#g>ro#ario# (tipo COiB-BOUGtAS), 
ya quo la# produatividado# marginal## dol trobajo ion roa* 
poetiiammonto para eada una d# ollaai
f ,  "  *^K *"1 <*»#)
fg  -  ajk *?"*"! (49b)
doute aadMo ae|a*tdm, eomo no podfn mono# te  wooter,
mtMido m y bot# mo Igomlo# y boy romdim&ooto# oooatanto# 
te  OMola, y quo poodoB aiqpnMrM oa t^n iaoa por oipitot
Pg * ojgk <49o)
59
Pg .  (494)
*md# roaulta evident# 1# afim eeidh an terio r ya qua m ha 
de eneontrarae sionpro por <MibaJo da beta, lo eual haoo 
olara la  explieaoidn del bien oonoeido efeeto de qua a 
nadida que la  aeumulaeidn va ereeiendo, e l  n ival da r e t r i -  
bueionaa a l  faeto r trabajo tampion aumanta.
Traa e l  eatudio raalieado da loa aapeetoa fo r i 
male# maa importantea da la  funeidn CC^B-MUOIAS, eatamoa 
an diapoaieidn da obtener e ie rtaa  eoneluaionea#
2.4. fieattliMtoan, 4# li .tBWitdn
I# La funeidn analimada aatd bien definida en^ 
todoa loa eaaoa y, ademda, pertenana a l grupo da Im  da 
buan eomportamiaato an e l  eaao da qua praaenta randimiaia 
tea eonatantaa da eaeala.
3. Sa earaeteriea por tanar randimlantoa deer*- 
eientaa por aaparado para eWa fae to r, y por tanar la  alaa« 
tle idad  da odbatituaiAn u n ita ria .
S. fuada dar lugar a randimiaotoa eonatantaa, 
eraaiantaa o *Kmeiatntaa da eaeala aa#dn a l  valor qua 
toamn laa alaatieidadaa da loa faetoraa produetivoa raa- 
paeto dal produeto f in a l.
4 . Dd a uaa funeidn da aoataa lin ea l lo -
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gmrfWLe# en que e l eoete to te l  e t  propovelonel e l voln- 
«en de# produeeidn en eeeo de rm dinientot eoneteiM e.
5. «Iimto non eupnemto# eonpetitivo# puede der 
luger a eatudioa aobre;
5 .1 . la partieipaeidtt de loa faetorea eo e l 
produeto f in a l.
5.2. la  eaiateneia de explotaeidn monopaonfati- 
ea de algdo faetor produetivo.
5 .3 . la  eonataneia o nd de laa elaatieidadea de
oferta de loa faetorea.
6. Roaee, oomo eaao p a rtieu la r, la  funeidn de 
HAMOn-DCHAR a la  que, quitd , ae ajuate a largo plaao.
mtiititertAi wMtwtti (g§)t im iairfituii ilanwkii, t
La teM lda da prodoealda CBS £al otLllaada por 
prlM ra vaa per SOLOW (20) «a oa trabajo pLonas. aotea 
modale# da daaarrollo, y , peatariermM ta, terma lad# eon 
Bed# ampllrmd y rlgor por ABBOW, CNBMBBB, MIMAS y SO M
(20) SOLOW# "A doaatrlbatiea te  eh# Thaory ef Baenoate 
Growth", Qoatarlw JoummI a t B*m— # ..  am ro 1959, paga. 
•5 y aa.
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en 1961 (21)# Aquf no# oonpmremo# d# #11# de Ignel forme 
que entes lo hieimoe eon le  COBB-DWQLAS y no treteremoe, 
por le# reeone# edoelde# en e l  eepCtnlo %, de en# deem-* 
rro llo#  en e l  eempo del eomereio intemmelonel lo  que, 
entre otre# eoeee, evqpone preselndlr del leqxortente trebe­
jo  tedrieo  de KUIBAS (22) y de loe de eoMrmsteeldn de 
HUSASXAM, y SAtO (23) M tr# otro##
te  Idem de une funeidn de produeeidn eon elme- 
tioidad de eubstitueidn oMetenge , eurgid en e l  trabajo 
o rig inal eitado por la  fa ite  de funeione# de produeeidn 
disponible#, eepeeialmente s i  ee intentaba re a lia a r  t r a -  
bajoa de eontraataeldn référant## a la# poaibilidade# de 
aW»#titueidn entre faetore# produetivoa# Efeetiwmente, 
solo ex iatfan  doe tipo s de funoionaa# la  CO8B-00UQIAS, 
definida para una elaatieidad de aubatitueidn m d ta r ia , 
y la  HABROD-IKBIAit, non dieba elaatieidad  nula# Loa autorea
( 21)Am0W,mmERY,MIWAg y m M  (ACMS)i«Capital-tabour 
Substitu tion  and teonomie Ëffiaianev».ma^ #iam
^pd (62), agoato 1961, page# 233 y aa#
(22) art# oit#
(23) #B thm JéÊumml m* fitltfelaml Bma— ».
ioaio i96i,p«g#.2SU70i moouMt «a ifldiE—aLEMBuSea 
S a O t l t L a i t t *  «fO«te 19«3, pm##. 305 y «m; y SAXO m
te  dlelwdM# 1963,pmg#. 974 y ##,
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ACM8 ilam ron  # eabo •studios #sy(*loo# eon 24 iadustsifts 
do 19 poises d is tiu to s , llegmudo e le  eoaelueidn de que 
le  funeidn de pre*ieeidn nés eoneeniea te  ere une hooogenee, 
que tu rie re  m e elestieided  de eubetitueidn eonstente pere 
eon liberted  pare toner eualquier valor, y que p em itie ra  
a n ival nieraoeonendeo d ia tin ta s  elaatieidadea para laa 
diferenW a industries, aunqn# a nival agxagade mm mantuvie- 
ra e l  aupueato de la  eonataneia de laa niamaa.*
Aunque e l trabajo ACM8 uaa eono proaediniento 
de obteneidn da la  funeidn CES e l  plantaaodento de une 
eeuaeidn difdreneial qua ineorpora lea aupueatoa meneiona- 
doa, noaotros venoa a aetuar da forma d ia tin ta  y, p a rtim - 
do da la  fotmulaeldn f in a l ACME, oatudiaremoa aua earaete- 
r ia tie a a  teenoldgieaa fom alea. La funeidn CM tome la  
format
-1/p
Y •  a (  d i  <l-d)*Pj (50)
Fare e l  edleulo de loa pardnetroa fundamentalea 
de la  funeidn, y aiaplifieendo la  notaeiAa, llamarenoa •  
a l tdrmino m ere  eorA etea de (50)# laa  ssroduetividadea 
marginalea tomaran la  forme aiguientei
f -  •  « g - lw i/p )  ]
[ (5 1 )
- ( u v p ) -d tp )fg  •  a S d K J
por lo qua la  relaeidn marginal de aubatitueidn ae rit
63.
l i p
SMS. ■ - I s ^  I J W  (5 2 )
^ d N I
y la  a laatia idad  da aab a titu a lte t
(Tz J Ü Ù , .  % ____
'  'mu aS*^P(U l/p>8 '*‘ ^ *  (l.d)pd(NK)'"(l*P)
1 * P
(33)
Eatudieeoa ahore laa d ia tio taa  form a qua tom  
la  fm oido CBS aagdn loa d ia tin toa  valoraa del parfaatro 
p, ea d ee ir, de la  e laatieidad  de aubatitoeidiit
I#- eem la  elaatie idad  de aubatitueiA» no piie*i 
aer eegativa, e l  am or valor de p aerd - I ,  ea euyo eaao la 
e laatie idad  aerd ia i f ia i ta  y laa iaoeuaataa ae eoevierteo 
ea lim aa  ree taa , repreaeatativaa de doa faetorea de pro- 
dueelAi perfeetam nte aobatito ib lea, ea deeir, id&d:ieoa 
pero amdidoa ee midadea diatio taa»
2»- e l  mayor valor de p ea io fln ito  qm eorrea- 
pomderl a m e e la a tie idad de aebatiw eide mala, ea d ee ir , * 
a iaoeum taa aagql ar ea eo laa qua la  doiea rig id e  eeoolni- 
ea de laa nlamaa aerd e l pooto eaqoim»
3»- a i p ea in fe rio r  a - I ,  laa iaew entaa aerAi 
edneavaa reapeeto a l  e je  de eoerdemdaa por lo e m l no 
podrd e x ia tir  un a iatm a do aalarioa-tipo  do interda ea­
table#
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4 .-  ## obvlo que pere veloree de p eoeq>%endide# 
entre - I  eTsMMsee lee ieoeuentee eortardn e loe eje# 
de loe feetoree, edUmtree que pere veloree poeitlvoe ee- 
r ln  eelntdtie&e e loe edLemoe te l  y eomo eetemoe eeoetuntoe* 
doe a eonelderar wrmmleente, o eerradae#
5#- por dltimo, euando p ee nulo, la  fm eldn CES 
ee eonrlerte  ea una COEE-DOUQLAE# Por (52) ea evidente 
qua eon p •  0 , la elaatieidad de aubatitueidn ea la  uaidad 
y ya habiamoa vieto an e l  epfgrafe 2,5* eomo la  dniea 
funeidn eon elaatieidad eonatante y m ita r ia  era eata d l-  
tima. Eato puade demoetraree taWbidn tomando logaritmoa 
en (50) y aplieando la  regia de L*#&ITAL*
Veamoa abora e l  aignifieado de g  y d#
El primero de eatoa pardeetroa ea aemejante a 
la  eonatante da la  funeidn Cf^ E-DOOClAE y ae le  llama, 
norM lM nt*. M rf—ttn  A" m  «1 Mntldo im qu#
aua varlaeionea dan lugar a alteraeionea proporeionalea 
de la  eantidad obtenida de produeto para laa miamaa eombi- 
naeioaea do faetorea produetivoa, o lo qma ea lo mlama, 
produee deaplMamientoa bomotitieoa en laa iaoemntaa de 
la  funeiAm CBS. En la  medida m  quo la  produeeidn global 
ha da aer poaitiva y e l  faeto r l lamado S~*/P no puade aer 
negative, ea obvio qua a tiene qua aer poaitivo*
El aigWLfieado del parlmetro jd (Hamate te  d jg- 
tribum ^n). no 00 d l f i e i l  te  obtener por la  in te rp re tae ite
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de (52). Be efdeto, ee eoedleteeee de eq e ilib rlo  em p etl- 
tivo le  xeleeide mergiiiel de eebetiteelAa ee iguel e l  eo- 
e ieete  invertldo de loe preeioe de loe feetoree y, per lo 
tento , dedo un eep ltel per e lp ite  k^, e l  preelo re le tlv o  
t e l  trebejo  (d t e l  eep lte l) tepende del velor te  jl* Bvi- 
dentemeete A ^  puete emeeder e le  uwlded porque un eele­
r lo  re le tlv o  no puede eer negetivo# y tenpoeo puede eer 
oenor quo eero por motivoe enllogoe leepiete  s .  Dedoe por 
tento un eep lte l per e lp ite  y une elmetieided te  eubeti- 
tuoidn eonereto#, e l se lerio  relmtivo eerl tento neyor 
euento mener see il y reeiproeenente#
Cone puede obeerverm on (50), le  formuleeidn 
o rig inel de AOfS preeente rendimientoe eonetentee te  ee­
eele ye quo nultiplieM do por un perdmetro euelquier# ( t )
lee een tite tee  eplioetee te  loe feetoree ee obtieuet
- l /p
e(dt"%~P i  (l-d)t~P%rP) #
# l/p
•  a (dK~P i( l-d )trP )  t  •  t  Y. 
lo eual in teea quo puede empreaaree en la  form  per e lp ita i
y  .  m (  d k-P * ( W )  )  (3 4 )
aobre la  eual ea muy fa e il  dem atrar para e l  eaao idLuyli- 
fieado te  tea  feetMoa te  proteeeidn (para e l  oaao te  nia 
e l  problem ae eènpllea eomo mrenoa m e adelante, aunque 
ta te len  ea denoatreble), qua a i la  fumidn de produmidn
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tien# e laatie idad  de aubatitue ite  eonataate y  reedimlentoa 
eenatantea de eaeala, ba de aer neeeaariameete de la  ferma 
(54)#. S# efeeto , baatarfa eom, bajo e l  aupmaato de equi- 
lib r io  eompetitivo, formuler une eeeaeido diferem eial que 
provieoe de eomaiderar la  elaatie ided  de w batitueida eomo 
e l  eoeiemte entre la  diferem eial del logaritmo del preeio 
del cap ita l y del aalario  que, deaarrollando y tomando an- 
tilogaritm oa, d l loger a uoa eeuaeida eomo#
l/U pr  •  (m ?) (55)
dmtde V ea uoa eonatante (log a ) , y la  expreaido ae eon- 
v ie rte  m  eeuaeite d ife rrae ia l ea euamto teogamoa en eueota 
que e l  aalario  ea igual a la  proteooiÿo per e lp ita  maaoa 
e l  o ap ita l per e lp ita  multiplieado por la  produetividad 
marginal del t#&#9e, eeuaeidn diferemeial ouya integraeidn 
noa d a rl por rem ltado (54).
8in eebargo, la  demoatraeidh delineada en e l  p l- 
rrafo  an te rio r no ea la  maa perfeeta eomo ha demoatrado 
FABOIISR (24) porque ae ha realiaade bajo e l  aupueato de 
oompetenola perfeeta y e q ^ l ib r io  eoavetitivo, euando rea l-  
mente puade haeerae de forme independionte de la  eatruetura 
del mereado y de la emiateneia o n i de uaa aituaeidn eatable#
(24) «Al Note on the CBS froduetioa Bumation*,
enaro-abril 1964, paga# 213 y aa.
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En efeeto, pertleado de le  eacpreeldn geeerel de 
le  e leetie ided  te  e teetltueiA i date m  (7 ), podemoa expra- 
aarla en tArmlmoa te  terivedaa logarftmloaai
.  lifiSJL  (56)
e in tégrante reapeoto a V la  expreaite an terio r obtendremoai
cr log r,^ •  log (y h(x) ) (57)
doode h(K) ea la  eonataMe te  in tegrao ite  que, évidente- 
mante, tepende te l  atoek te  cap ita l te  la  eoonomfa. Abo­
ra w— xtendremoa t
Bv , i/<r
^ • h < K )
que, in teg ra te  reapeeto a K noa d arl oomo aolmeiln#
l - l / ^  . . ^ / l -  (T
y « a (m(B) i  b*(N) } (58)
donte h*(N) ea la  aneva eonatante de integraeiA». Abora
bien, bajo e l  auptxiato te  que la  funelA» de prodneeiln e#
lin ea l y bomogenea, n tillx a n te  e l  ordm te  bomogenaidad
1 -1 /(T , (58) quedarl M nvertida en#
. l-l/(T l- l /c r^ o /U (r
y « a (dK i  (Idd) H ]  (59)
que por madio te  (55) ae oonvierte am (50), eon lo que qnada 
demoatrado e l  earaeter general de laa fnneionea CES in te -
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pmdUmteMnte ém eualquier tipo  de a%wue#to aobre laa 
retribueioaea a loa faetorea do proteeeida.
Adeala, oo ea d i f ie i l  ver eomo la  funeida (54) 
ao ea e l  del tipo de laa qua AIXSH llama de buea eisqpor- 
tandeato, ya quei
—l/p
I# y •  a(d 0~P i  ( l-d )  ) d 0
- (p il )  -p
adk
It——O k—0
2» lim f^ «li®  (dk i ( l - d ) )  •  oo
5, lim f^ « 0 
k— da
ea d ee ir, ao eu«q»le la  primera de laa trea  propiedadea 
aaalimadaa, pero a( todaa laa reataatea . Sato, a ia  embar­
go, ao quiere deeir qua la  fuaaida CSS ao eumpla laa ea- 
raew rfa tieaa  aeoeaariaa para poder repreaeatar oorreeta- 
meate ua prooeeo proteetivo rea l (do beebo la  dniea fuaeiAi 
ém buea eemportamieato ea la  CCBB-aoilCLAS) ya qua, eon 
laa lim itaeioaea impueataa a loa pardeetroa, ea eorreeta#
La dniea difereaoia radiea m  quo euando e l  eap ita l per 
e lp ite  ea aulo, la  produoeida ao lo ea, y eato aolo quiere 
deeir que la  fuaeida CE3 ea eapam de admitir ua proeeao 
de produeeidn totalmeate deaeapltaliaedo#
La fuaeida CBS te l  eomo fu l formulWa per ACM 
puede aer, a ia  porter au gaaeralidad, deaearptda de une de 
aua aupueatoa# la  ooaataaeia te  loa readimieatoa de eaeala#
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De Iguel forme que # le  fuaeldo C088-DW8LA8 se le  he 
edhaeedo e l  heteo de ao serv ir pere eoeliser le  substi- 
tu ib ilidad  entre los feetores produetivos por p a r t i r  del 
supueeto de que era  u n ita ria , la  funeidn CES de ACKS puede 
aer e ritiead a  en e l  aentido de no poderae analimar eon 
e l le  loa tipoa de rendisdenton de eaeala, ya que parte 
del aupueato de au oMatanaia. Sa fa e i l  eliminar eata
reatH eeidn, ya que beats aiinplamente eaerib iri
-P *P -v/p
Y # a (d K k ( l-d )  K ) (60)
doode laa propiedadea y Ifndtea de loa pardmatroa eono- 
eidoa aiguen aiendo i^ ia laa  (exeepto laa produetividadea 
marginalea, afeetadaa por %), pero que noa oontierte  
(50) en una funeidn bomogMoa de grade % eomo pmém eom- 
probaraa por e l  proeedimlentoa metemdcioo usuel. El par-a 
matro % ea, por lo tanto , un ^  bamA##ua i^dad.
que euando ea superior a la  unidad aupom la  emiateneia 
de rendimientoa ereeim tea de eaeala, aiendo eatoa de- 
ereeientea eumado % aea in fe rio r a uno.
Aunque loa problemaa del eateio  teenoldgieo 
loa eatudiaremoa eon détail#  en e l  eapftulo V, au tra ta -  
«dento a l l t  aerd de earaeter general para eualquier fun- 
e i te  de produeeidn por lo que aquf analiaaremoa brebemen* 
te  adlo loa efeetoa aobre la  funeidn CES (60) de la# a l-  
tereeionea de eue parinetrea en e l  aentido de a i laa
—mimas aom o ml tam ologiaam ttta naM ralaa. Para a lio  da- 
flalramoa lalalalm A ta la  nautralidad da m  aambio #aa- 
m ldglao auaodo esta  a# produaa da forma qua, dada uaa 
datarmlaada ralaaldn o afllta l/traba jo , a t  embio me a lta ra  
la  ra laa ida  marginal da aobatituaidn antra amboa faatoraa(25)«
Laa altaraaiooaa da g  aa avidante qua son nau- 
tra la a  an a l  aentido definido, puaato qua la  relaaiAa an­
tra  laa prodnatividadas marginalea (52) d no depende de g , 
y un eambio en e l misa» taoqweo tien s  por qui a l ta re r  la  
ralaaidtt en que ae u t i l ie m  loa faetoraa produetivos. Laa 
a l tereeionea del parlmetro de bomogenaidad g  tambien t i e -  
nen un efeeto neutral, ya que la  expreaite (53), aunque 
nd la  (52), ea id in tiea  para (50) y para (60)i e l tipo  de 
eeonomfaa de eaeala que ae din no afeeta a la  re la e iln  
m a rin a i de aubatltueite  a i laa proporeionea en que ae 
u tilie a n  loa faetorea produetivoa no ae a l te ra .
Loa eambioa en e l parlmetro d ia tribu tivo  a te , 
ain eabargo, no neutralea, porque eomo ya aabemoa au valor 
détermina, para una re la e ite  dada eap ita l/trab e jo , e l  
aalario  re la tiv o  I ,  lo que ea id in tieo  ea eondielonee de
(25) Esta ea una de laa poaiblea defiaieiomea de neutra- 
lidad de laa innoveeionea tien ieaa , pero bajo e iertoe  au­
pueatoa muy amplioa ea idAusiee a laa reataatea , y au fo r- 
mulaeite de debe a KICXS.
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•quH ibrio  eompetitlvo, la xalaailn  marginal da aubatltn-
eiln . Par raaonas way aamajantea (qua aa anallaarin an a l
eapftulo I I I ) ,  un catelo an a l  par&mtro p, ea d ee ir, an
no
la elaatieidad de aubatltueite, tim e tanbien efeetoa/nau- 
tra les , ya qua ae altera la taaa de aubatltueite entre doa 
faetorea para relaclones entre amboa fijadaa.
Per dltimo, eatudiaremoa uaa ampliaeite mxy aim­
ple de la funeite CSS, utiliaada eapeeialmante euando ae 
da aea eetudlar la aubstitulbllldad entre diatintas ea li-  
dadea da trabajo o eapital, Podemoa auponer, por ejemplo, 
qua OKlatan doa ealidadea de capital (K^  y 7 otraa dSm 
de trabajo (M^  y ^1 eatamoa Intereaadoa en eonoeer 
laa aportaelonea relatives de eada ealidad de faetor, aaf 
eomo aua reswneraeionea respectivaa, podmsoa obtmar uoa 
funeite CSS generaliaada del tipo#
—p # v /  p
Y -  a(d^Kj WgKg'P W ÿlj'P  (61)
eo la qua ea fae il demoatrar qua la elaatieidad entre eada 
par de variables as eonatante, la mlama, y toma e l oonoeido 
valor l/l$p . Si, eomo hemoa diebo antes, e#emoa intereaa­
doa en eonoeer e l grade da sebatituibllidad entre eada 
elase de trabajo y da capital, podriamoa ganermlixar la  CIS 
de la  forma#
( 62)
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tende le  eleetieided de enbetitueidn entre loe dde tipo# 
te  eep ite l eerfm 1/I4p^ y en tre les dos em litetee te  trg  
bejo l / l tp g ,  eiente los restan tes parteetros los ya eo- 
noeidos. fornas eono la  (61) han s i te  u t i l is â te s  tanbien 
a veeea para analimar e l  efeeto de la  edueaeidn e inveg 
tigaeidn sobre e l nival de produeeidn te  la  eeononfa en 
ua in ten te  te  aelarar algo, e l  eonfuao eontenido te l  fae­
to r residual (26).
Vanos a in trodueir abora e l  tradieional supuea- 
to te  eq u ilib ria  eonpetitivo en e l  nareate de feetores te  
produeeidn para analimar las funeiones te  eostes que ge­
nera uaa te  produeeidn t e l  tipo  CEI te  ACME, te  es d i f i ­
e i l  tanpoeo en este  easo expresar las eantidates aplieadas 
te  los feetores en e l equ ilib rio  en funeidn te  la  obtenida 
te  produeto f in a l, por nedio te  la  igualaeidn te  (52) a l 
eoeiente entre e l  sa la rie  y e l  tipo  te  in terds, y su stitu - 
yente uaa te  las  dos variables tespejadas en la funeidn te  
produeeidn prepiaaente d itea t
N -Y» C 6<w/r)’ *’'^ (63)
K -  Y^«^PC6(w/r)*‘' '^ ( d / l .d ) '’* '^ * ( l.4 )D ^ ’* (./r)^ . 
. l 4 / l - 4 f  (64)
(26)V«r COMAD y  «KOWMi "Tte ItoliM M . of Bornooroh muà Uu> 
eatiott oa CEE Produetion Bunetion",op.eit.MEE,page.541 y sa,
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y sustltuyendo (63) y (64) #n la  Muaaidn C^uterK, ob- 
tandramoa, traa  alguaa# alnpllflaaalonas, y aupoalando 
qua e l  parlM tro  de beuogeeeidad valga la  ueldadt
.cr
jcCJLsUL
ed
6 r  (65)
Coam podri obaervarae, e l  coate to ta l  ea una 
funeidn lin e a l reapeeto del produeto fin a l y, adeadta, 
iaeltgre eomo easo partieu lar la funeidn te  eostes te  la 
C0BB-D0UQLA8, ya que euando la elaatieidad te  substitu - 
eido es la  unidad, y se suponen rendimiMtos eonstantes 
te  eaeala, la  formulaeidn (65) eofneite eon la (29).
Podemos abora, te  igual forma que bieimoa antea 
eon la  funeidn WBB-DOUGLAS, te a a rro lla r  e l modelo que 
aim e para analimar le posible explotaeidn monopaonfsti- 
ea te  alguno te  loa faetorea produetivos. Tateien en este  
easo la  fdm ula general te  p a r tite  est
- L u .  Üài/m) M■ (M )
fg  ( U l / . )  r
n  v d lite  ya que fud demestrada eon toda generalidad sien 
pre que s ig n e s  seponiente exponeneial la  eurva te  o ferta  
te  los dos faetorea produetivos eonsiderados. Bin ember- 
go, la forma te  probar la explotaeidn, es d is tln ta  a l 
apliearse (36) a (60), ya que re su lta r it
*73*
'K
e# dM lrt
I s à  JEL m l t l / l  « JML (6*)
d N I 4 I/o  r
quo# par# ##r ##ti##d#, #o#le e%pr###r#o on 1# form# log#* 
rfto le#  doolnalt
Log(v/r) •  log ^  log f  log (67)a cr •  M U i/o
# I# qo# p#r# eoom rtlr eo ua modolo oeonooltrloo a# I# 
#A#d# ua# p#rturh##ida #l##torl#« Bo I# #%pr##ido (67)
I# v#rl#bl# ood^goo# ## e l  logarltoo del aelerio  reletivo# 
lo que ladle# ua# rel#el6o de e#u##lld#d te l  que ecu lea 
releeloaea ea tre  loa feetorea (eoaereteaeate  e l  eep lte l 
per e ip lte )  y  loa perAmetroa blaleoa (eleatleldedea de 
oferte  de loa feetorea, e leatlelded  de aW»atltuel6a y peri* 
metro d la trlb u tlu o ), loa qua determlaea I# eatruotura de 
preeloa re le tlu ea  de loa feetorea. Bo e l  eeao de que eooal* 
dereæmoa que le  re le e lla  de eeuaellded fuer# le  eootrerl# , 
le  emprealla e eootreater eo buae# de le  eop lo teella  re* 
le tlv#  de elguao de loa feetorea aer£#i
lo ,  k ■ (Tlo, ( . / r )  -  cr lo,^*^ ♦ lo ,
L d U l/n
(* ? ')
S la  mmbmry», oomo aofiola SMW# (2 7 ) ,  on l#  fd m n la  (6 7 * ) ,
(2 7 ) BKAOmii a re . a i t .  p a , 1»S.
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ai emlat# auhotlllsaellii del eep lte l emlateete, ae letro* 
dtm n aeagoa eut le  eatlmeellm de le eeueello, por lo que 
auele u t 1 limeree une eeu ed ln  eo#o le  (67) en le  que ae 
lnel«qre tlru lao  que mlde e l  poalble gredo de Infreu* 
tlllm eo lln  del eepltel»
Vemoa ehore e eatudler elgunea de lea eoatreate* 
elooea empfrleea qua pueden reellcerae aobre une fimelln 
CBS» ta  prieure de e lle a , preaentede por ACM8 en e l  trebe* 
Jo o rig in e l de 1961 (28), ea le exlatenele o n i de rendl* 
ttleatoa eonatentea de eaeele» Bvldenteaunte le exlatenele 
de une re le e lin  logerltmlee lln ee l entre e l velor ejRedldo 
por trebejedor y e l tlpo medlo ém aelerio re e l, que aee In* 
dependlente del atœ k de eep lte l exlatente, Inellne e pen* 
aer en le  velldem de une funelln de produeelin houogenee 
de gredo une, auponlmado le  exlatenele de equ lllb rlo  non* 
petltluo» Ea efeeto, en eate d ltlno  aupueato y eon une fun* 
e lln  de produeelin eoeo le  (50), podenoa operer de le  al* 
gttiente forme#
p *p *p *l
t e  •  ( d k 6 (l*d) > (68)
y en e l  equlllbrlomae he ém eu«q>llr que e l  tlpo de aele­
rio  aee Iguel e le  produetlvlded mmrglmel del trebe jo , ea 
deelrt
-p l / p
u •  e(l*d) ( dk 6 ( l-d )  ) «
■ y(l-S) ( «lk"P * (1-4) ) '^  (69)
(28) ert»  e l t .  p a» 231*2»
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y suatltuyendo (6?) en (68) obtendraaoei
yl*P -  aP (l-d)-^w (70)
relaolln que, tomando logarltaoe résulta sert
log y « log(aP(l-d)~l) l  log w (71)
1 I p  lAp
que no ea mas que una relaoldn lineal entre el valor aSadl-
do por peraona empleada y el aalarlo real medlo#
log y * A 1 <r log w (72)
relaoldn que aerd la utillxada en el Apéndloe de esta te­
als para el oaao de Sapafia en la eatlmaoldn de la e laatl- 
oldad de aubatltuoldn medlante aerlea hlatdrloas para a l- 
gunoa eeotorea Induatrlaies#
La Inversa de lo deaoatrado en (72) no ea, aln 
embargo, olerta# £a deolr, laa funolonea de produooldn llnea- 
lea hcHBogeneaa de grado uno en altuacidn competitive dan 
lugar a una relaoldn lineal entre produooldn y aalarlo me­
dlo per olplta que ea Independlente del stock de capital 
pero la simple relaoldn:
log y « a A b log w (73)
puede ex la tlr Incluse oon funolonea de produooldn en laa que 
no ae otmplan laa oaraoterfatloaa antes dlohaa. ACMS ban de- 
moatrado que el tlpo de funolonea que oumplen (73)en equlllbrlo
-7é-
eempetitlvo «ott ém la  alaaat
Y •  f ( h(K), # ) (74)
donda f  ea hoaofeeea de grado u æ  pero reapeeto a l t r e -  
bajo j  a uea fu se lle  eualqsler h, veooteaa e ree lea te , 
del etoek de eep lte l. La forma de la  fuse lle  h(K) pue* 
en p rlee lp lo , aer eualqulera, pero aolo obtendremoa 
remdlmleetoa eoaatantea de eaeala al b(K) ea proporelo* 
eal a R. De lo an te rio r, y medlante la  formulaelln de una 
eeuaelln d lfe ren e la l, no eèmplleada pero que no mereee la 
pesa exposer, æ  obtleoe que la prueba de rendlmleetoa 
eonatentea de eaeala eooalate en demoatrar la  eonatanela 
de la expreallni
V n *l/P(l*(l*d) yP) (75)
K
Como podri obaervarae, la  prèaba reapeeto del 
tlpo  de rendlmleetoa de eaeala exige la  eatlmaellm premia 
del paréeetro ^  y de la  elaatle ldad  de rab a tltu e lln  (ea 
deelr, de p). El parimetro de d la trlbue iln  puede eatlmar* 
ae, bajo e l  «spueato eoavetltlmo, medlante la  Igualdad 
de la  re le e lin  marginal de aubatltue lla  eon e l  aalarlo  
expreaado en tlrmlnoa del tlpo  de In te r la , mlentraa que 
la eatlm aelln de la  e laatle ldad  de aubatltuelln , en e l  
eaao en que no puede u tlllx a ra e  (72) que aupone ya a 
p rio ri la  exlatMOia de rendlmlentoa eonatentea, aerl
-77*
tratada ea e l  eapltulo IV.
Aaalisaremos ahora e l  problema del progreao tie*  
alee deatro de la  faaelln  CSS. Sa p rlæ lp lo  la  u tl l la a c lln  
de aerlea h la tlr le a a  ea la  eatlm aella de loa parlmetroa, 
eapaolaleeate para la alaatleldad  de aubatltuella  por au­
dio de (72), puede perfeeeloaarae eoaaldereado tread 
temporal qua podrfa toaar la  eoaoelda forma expoaeaelal 
10*^, de forma que (72) reau lta rla i
Log y •  (T log A 4 (p log e * at (76)
Sla embargo, la  eatlm aella de ua tread temporal 
g  ea realmeate ua may deflaeleate ladleador de la  emolu* 
a l ia  rea l de la  teeaologfa, y e l  aornatladeato a la forma 
expoaeaelal ao ea tampoeo uaa buena baae da partlda. De jam* 
do ahora aparte e l problème de al la  elaatleldad de auba­
t l tu e l la  varia  o a l eoa e l  paao del tlempo, e l  parimetro 
e^ya a l te ra e l la  trae eoaalgo eaxAloa ea la  fuaella  de pro* 
dueella ao aeutralea, ea e l d la trlbu tlvo  (d ). Per e llex  ea 
eoavealeate aaber elmo podrfa eatlmarae e l mlamo bajo e l  
aupueato de eoaataada de loa reataatea y del aalarlo  y 
tlpo de la te r la ,  para ver elmo afeeta a aquel e l  aeago ao 
aau tra l de laa laiwvaeloaaa (deflaide la  æ u tra lld ad  ea e l 
æ atldo  de KICKS). Sa eoadfeloæa eompetltlvaa, ae euaplei
•78*
y m  (77) résu lta  evideute e&mo une a lte ra a lln  de la  re* 
laelda eap lta l/traba jo  t ræ r f a  eoualgo varlaeloaes eu e l  
parAmstro d. Utllisaudo la d e fiu le ile  de oeutralldad eo* 
ooelda, eoa ua k eoastaate, es obvie que ua auaeato, por 
ejemplo, de i  esciglrfa la  d laaiauella  de w/r lo que su* 
peadria un auaento de la produetlvldad marginal del ca­
p ita l eonparativaaeate a la  del trabajo y, por tan te , 
una a lte ra e lla  de la  re la e lla  marginal de aubatltuelln  
y uaa teadenela a la  u t l l lz a e l la  de proeeaoa que usaaen 
mes latenalvamante e l cap ita l.
Ea p rlæ lp lo , podrfa eatlmarae por medlo de 
(77), pero la  In terp retaelln  no aerfa tmxy f l e l l ,  ya que 
eate parimetro, aorHlmente, varia oon e l  peso del tlem­
po. Ademia de eato, una contra a ta e lla  que aflrmara la  
eonatanela de jt a lo largo del tlempo taaipoeo aerfa tma 
eatlm aella eoavlaeeate del eamblo teeao llg læ  neu tra l, 
ya que laa a lteradonea de pueden venir modlfleedaad 
en la  eatlm aella (77) por laa varlaelomaa ea e l  valor de 
la  elaatle ldad  de aubatltuelln  que pueden laeluao laver* 
t i r  e l  æ atld o  de la v a r la d la  del eoefleleate d la trlbu ­
tlvo . Sa eoaaeeueaela, æ  haee æ eeaarlo  buæar ua pro* 
eedlmleato que permlta expreæ r ladepeadleatemeate de 
laa lavlleaeiomea d is tribu tives ImpLleltaa ea laa varia* 
domes de p. For e lle  æ  ban u tlllsad o  freeueatemeaæ
*79.
eæmdoa## come la  (77) perom latrodiielaado #a a lla s  
la  ao d lflaaa ila  da feahar o blaa w/r o bien la  rala* 
a l la  cap ita l/trab a jo  aa ua parlodo aa ta rlo r.
El slstaaa propuasto para daaostrar #1 las
laaowaeloaas soa aautrala# propuasto por ACMS (29), #a
alfo  d ls tla to . El arguaaato sa u t i l i s a  para aomparsalo*
aas la taraaaloaalas da a flaaa la  productIva, para puada
fa a llm a ta  Haoarsa axtaaslbla a los rasultados obtaal*
dos aa dos sarlras  d# datos d# saealfe almta para ua
aismo pals. Lo mis aproslnado as supoaar que las dlfa*
raaalas aa la  aflaaala prodæ tlva afaataa a los dos
faatoras ooasldarados, as ^Walr, qua sa produaaa varia*
clouas d# g  a laa tras  que A 7 P par asaaaaa eoastaatas.
Para a l la  ACMS raaurraa a la  flrnu la  ya aoaoaldat
1/(T
JLsl m «JL» /«JL»\ (78)
d r  \ E J
Por a l la ,  para los palsas o sM toras an que aoaoxaaaos 
a l  tlpo  da la ta r ls  y a l  s to d  da cap ita l, y uaa vas as* 
tlnada la  a la s tld d a d  da su b a tl tu d la , podaaos o o s^ ra r  
en tra  s i  los valores de (78) résu ltan tes. SI son muy se< 
æ ja a te s  eo æ ld reao s  que la s  v a rla d o æ e  de la  eflea* 
d a  produetlva «stre dos seetoree o palsee soa æ utra*  
le s , y podreaos e s tla a r , s lau ltaaeaaæ te , e l  # a r ls * tro
(29) ACMS, a r t .  e l t .  pegs. 292*3.
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d ls tr lb o tlv o l Trm# es te , ye eeaeeldos 4  y p, podresms 
u t i l i s e r  te  ferme (60) per# estimer e l  valor de g  en eada 
sector eonsiderado.
En âltlmo eatremo, por tanto , la neutralldad 
del eambio teenollgleo puede medlrse por medlo de la  ex* 
preslln*
d
de forma qua s i  se mentlene eonstamte eon e l  peso del 
tlempo, podremos declr qua los ^splaaam lm tos de la  fun* 
e lln  CEE ham sldo neutrales.
Per lltlm o, eabe haeer uaa prueba eeqpfrlea mis 
eon la  fuaelln  CSS, referlda a la  Inteasldad re la tiv e  
eon qua dos Industries o seetores u tlllsa n  e l  c ap ita l y 
e l traba jo . Apllqussms los subladlees 1 y 2 a los pari* 
metres da eada sector eonsiderado y supoagemos qua ambes 
seetores adquleren sus faetores productives en e l  edsmo 
mereado competitive. Entonees as ofavlo qua#
o lo qua as lo mlemot 
k
•  R (80)
81 mbas elastleldades da substltue lln  eoa lfua« 
la s , la  Inteasldad de u t l l ls a e l ln  de los faetores an los
-ai­
de# #Mto«e# (su re læ iliO f #erl Indegendiente de los pre- 
elos re la tiv e s  de los misses y sim (SO) es in fe rio r a la  
noldad, podremos deelr que la  Industrie 1 es menos cap ita l 
Intensive que la 2 para eualquler re la e lla  sa la rlo /tlp o  
de In terlS f porqus esta dltlma no afeeta a l  grado de u t l ­
l ls a e lln  re la tiv e  de los faeto res. Es obvie que en e l  ea­
se de substltu lb llldad  de d ls tln to  grado entre los faeto­
res en eada uno de los seetores o eaq>resas anallsados, 
no se puede 1 lever a eabo esta  prueba sobre la  u t l l ls a e l ln  
de eada fac to r, ya que ses eual sea es te , habrl slempre 
uaa re la e lla  sa la rlo /tlpo  de la te r la  e rf tle a  para la eual 
la  re la e lla  (80) pasarl de ser mayor a manor que la  ual- 
dad, en fuaelln  de la estruetura de eostes-eapltal y 
eostes-trabajo  de eada sector, y por tanto se r l lsq>slble 
obtener eoneluslln alguaa sobre e l grado de u t l l ls a e l ln  
de eada uno de los dos.
Antes de tem ln ar eon e l estuALo de la  fm e lln  
CES para e l  easo slmpllfleado de dos faetores produetlvos, 
ee eonvenlente baser meneiltt a la  Inf lueaela que los su» 
puestos eeonAeleos tlenen sobre la  eatlmaelln de los parl- 
metros teenollgleos. fundameatalmente oo#so ha seSalado 
PSUDStEUI (3K>), d is son los supuestos mas Isqw tantes#
m i m ________________________________________________________________________
(30) flLDSYBlIfi «Alternative Methods of Estimating CSS Prod%# 
tlon  functions for B rita in " .Eaopsslea. asv. 1987,pegs.384 y ss.
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1. la  Igualdad autre e l  aelerio rea l y la  prod%# 
tlvldad marginal del trabajo
2. la  eonaideraelln del aalarlo oomo variable
exigeoa.
La primera eondlelln aupone un Importante aee- 
IP> en las estlmsciones de la  e lastle ldad  de substltue lln . 
Ea efee to , la  produetlvldad marginal del trabajo en la  
funelln CES bomogenea de grado % est
- ( I tp )  I 
fjj •  av(l-d)Y N S ^
que trè s  senelllas transformaelones, se eonvlerte en*
y • (81)
For o tra parte la  eondlelln de equ lllb rlo  nom-
p etltlvo  exige que se eumplai
-1
r* "  (*/F) (l+#i) (lèe^) <82)
donde F es e l  Indien general de preelos del valor afiadl-
do, 0 |  la  e lastle ldad  da la  demands del produeto f in a l
reapeeto a so preelo, y e* la elastle ldad  da la  demands
de trabajo  reapeeto a l sa la rie  monetario. Aplleando (82)
a (81) obtendremost
16p *1 •p/v -1 •
y « (w/F)(14e^) ( l f e 2)(v (l-d )a  ) Y
y tomando logarltmos obtendrmmos uaa expresloa qua d lf le -  
re de la  u tillxada  normalmente an la  eatlmaelAt ém la
—83—
elastle ldad  de substltisellfi. La dlfereaela entre a i ^ s  
expreslooes vlene dada por los tlm ln o s t
(l-<Dlog P ♦ cr )  Ü !s.^ ( » s U.. log t  (83)
y a l si^nemos que ex iste  un e le rto  grado de eorrelaeldn 
positive entre preelos y sa larlo s («upuesto muy prlxlmo a 
la rea lld ad ), ml oedtlr e l tdrmlno log F se eesga a la  ba- 
ja  la  eatlm aelln de la e lastle ldad  de aubatltuelln . Res- 
peeto a l segundo supuesto (sa la r ie  exlgeno), es f l e l l  ver 
elmo, Ineloso en easo de ser eorreeto, e l  segundo sumando 
de (83) tomarl algdn valor eoneretos y negative, ya que m  
e l  easo de que los salarlos seen raalmente exigenos, e^ 
se rl nu ls, pero su b se ls tlr l e l  tlrmlno ^  logdie^)**^.
Reapeeto a l eumpllmiento rea l o n i de la  exoge- 
neldad del sa la r ie , esto depende fundemsntelstente de la  
muestra eon que trabajm ost en easo de m estras  In tem ai- 
elonales, es fa e ll aeeptar e s te  supuesto s la  eometer 
errores sM slb les, pero en e l  easo mis fveeeentes de se­
r ie s  h ls t l r le a s  de un pals eonereto o de seetor deter- 
mlnado, es mis dudoso, Dentro, por ejesg»lo, de un mlmso 
pals s e r l m s  fa e ll e l  eusq>llmlento del supuesto euando se 
tra te  de una mmsstra en que los datos e s tia  tornade a nlvel 
de empreaa, que euando se baga a nivelas om  mayor grado 
de agregaellm.
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Vamos «hors por lltim o a (^marallaar la  fua- 
d l n  da produeailo CES formalmanta para a l aaso da mis 
da do# faatoraa pro^iatlvoa.
La funalln CES da 4CKS aon maa da dos faeto- 
res toms la  format
—l/p
Y •  « (^1*1 **W2*2 ^
St
seg&t qua, raspaotivatmaate, las alastlaidadas da suba- 
t i tu a l ln  parcialas saaa ooostantas para oualqular par da 
faatoras I ,  atm siando aonatantas, saao d ls tln ta s  
para oada par da a lio s . Sin an tra r atht an los problastas 
darivados da los d ls tln to  s aoneaptos da a lastla ldad  da 
substltna lln  an e l easo qua nos oetqpa (tnaterla del eap£- 
tnlo I I I ) ,  otlllsarasm s aqul eomo te l  la  dads por ALLER
(31), que es la mis u tlllsa d e i
*  J
donde son las  derlvadas perelalea de la  funelln CES 
y S e l  beslano orlado#
4SI) ALUii a m U i U  M fM lflfln , n ira  w w w i m i »
1er, Madrid, 1959, peg# 497.
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0 f i  f j . . .  r .
*^ 11 *‘u*** 'im
'm2 "  '
y ## e l adjmito eorrespoadleiite. Bn e l eeeo ml# gene­
ra l (85), eeme ha dawatrado MUXS5UXX (§2), tema la  format
lip
' i  " ' i  (P i/p) '  - 4 j
Pi (87)
' i j  " ' l
<!«> 
l+P, (88)(l-J)
y apllemodo (87) y (88) # (86) y eras elartaa aimpllCl- 
caeloaas, rasnitai
(T (U p t) (U p J■ mmmmmmmmmÊmÊaÊmMm
(W P i» » P j)
(89)
de donde reanlta qua laa releelonaa entra doe elaatleida- 
dee de aabatitnalln pareialea eon oonatmtea pero no Igua- 
laa ya qua depanden da loa valoraa eoneratoa da eada pa-
(32) HUKEBJXIt "A GAoralieed SMAH Prodnetlon function with 
Conatant E laatialtiaa of Suhatitntloa",
EtMdiom. omthra 1983, page. 233 y aa.
ré æ tro  Bn e l  eeeo p ertleu le r de que en (89) 1 y t  
fueren Iguelee, ebtendrienoei
< » )
<^i„ » p j
expreeiln que no depmto de i» t por lo que e l  eoeUdiee de 
les e lee tie ide toe  de eubetltuelln  entre u y j  (d le tiæ o e ) 
por une perte , y euelquier otro feetor de produeeiln 
(l«t^ie*j) por o tro , ee f l jo .
UZAUA (33) he demoetrado que en e l  eeeo de que le  
fuTioiln generellxade CBS tome le  forme (8$), homogenee de 
grado u ttlta rlo  en ( l" l , . .m ) ,  la  funelln de eoete ualta- 
rlo  aeoelada a la  funelln CEB jimto eon e l eupueeto de equl­
llb r lo  eompetltlvo es del tlpo*
. . .  (91)
y que la s  eleatleldedea de aubatltuelln  sdatea aon Inde- 
pendlentea de loa praeloa de loa feetorea de proA#eel*m 
(P^), e Iguelea para eada par da feetorea# Ademia, la  reef- 
proea ea e le r ta  tmnbien y la  funelln de produeelln  que eueple 
laa earae terfa tleaa  anterlorea ea del tlpo  (84),
(33) OBAUA* "Froduetlon funetlona « ith  Constant B laa tle ltlea  
page, 291 y aa.
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Itt eoneluslln, eono he sefleledo QOtMAR (34), 
le generetieeelln  de le  funelln CES e l  eeeo de me# de dès 
feetores hejo e l  eoneepto de eleetlelded  de euhetltuelln  
de ALLEN, esdge que todoe loa feetorea pxoduetlvoa aeen 
Iguelnente auhatltulhlea y que e l peso de eede aubeonjunto 
de feetorea aohra e l  eoate madlo do produeelln aea el mis- 
mo, 81 e eato ae una la  eonNdlelln da qua la  proporelln en­
tre  laa elaatleldadea ém aubatltuelln  aea eonatan te , eomo 
hemoa v la to  æ  demoatraba an e l trabajo de KUBEEJll, d lra - 
moa qua eataama an praaenela ém una teenologfa UZAWA-MOKEEJII.
Adamla, HeFADDEN (35), da cuyo trabajo haremoa 
uao an e l  eapftulo 111, ha eatudlado elmo al e l  eoneepto 
u tlllsad o  de elaatleldad da aubatltuelln  ea e l  por l l  deno- 
mlnado "sondera", laa zeatrleelonaa de la  fuoelln gensrall- 
sada son aéti mayorea.
(34) MtHANt "Froduatlon funetlons In uh lA  tne E laa tle ltiee  
of Substitu tion  stand fined In froportloam to  eaeh other*4g|-
f4W Mi gjftBMrtifi im l l t â t  jn llo  1985, p # a . 217 y aa,
(35) MfADlNENt "further Nesults on CES froduetlon funetlon",
M A n Et HamM» i tn l lâ â »  w #  y
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7«8, ÇftlHllR8ito8HI8 mtpfelR ,„i&8 ftrtllfititltt ,QK*
Tras a l  aatudlo ralaisado da los aapaetos forma- 
laa da la  fuaalln  CB8 an au vara lln  orig inal ACMS y ganara- 
llsada , podamoa aonaluiri
1, a# erata da una funailn bien dafln lda, aunqua 
no partanasea a l gmpo da laa da buen opmportamlæxo,
2, aa aaraatarlca por tanar alaatioidaw! da auba- 
tltu a ld n  aonatanta, paro no naoaaarlamaoca u n lta rla ,
3, puada dar lugar a randladantoa eonatantaa, ava« 
olantas o daoraelantaa âm eaeala.
4# tlene , com eaaoa partloularea, a la  funelln 
de C088-D0WLAS y a la  de HARROD-DOMA*.
5. en au veralln  ACMS ea bomgenea de grade uno, 
y en eualqulere ea bomogenea*
8# dâ lugar, junte eon e l  aupueato eompetltlvo, 
e una funelln  de eoetea lin ea l bomogenea.
7. puede u tllle a ra e  para prbber, m tae o traa , laa 
aigulent#.,;:*;#!!#**"***
7.1#el tlpo de eamblo teenoligleo que eiq^erlmm- 
ta  la  eoonomfa.
7 .2. la  Intenalded re le tlu a  eon que ae apllean 
loa faotorea produetlvos.
7 .3 . laa dlferenclaa Intem aelonalea de preeloa
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de lo t  pxoduetoa eæbedee ee fueelAe de le# d ie tle te#  do- 
teelonee de feetoree de eede pefe.
7 .4 . le  deevleelltt del mdelo ree l reapeeto de 
le  eompeteeela.
7 .5 . e l  tlpo de rendlmleetoa de eaeele.
7 .8 . le  exlatenele de exploteelfo eonopaonfatlee 
de elguoo de loa feetorea prodeetlvoa.
7 .7 . le  efle lenele  tien lee  eomperetlve entre 
d lstln to#  æ etorea o palaea.
8. ea generallseble e n ia de dos feetorea# en myo 
eeao lea reatrloelonea aa refle ren  e l gredo de anbatltn l- 
blllded m tre  loa grupoa de feetorea y e le  Ineldenele de 
loa adanoa sobre loa eoatea medlo# de produeelln,
9. tlene una gren u tllld e d  en e l  eatudlo y eon- 
tre a te e lln  empfrlee de lea d la tln tea  teorlea m plleatlvea  
del eomerelo Intem eelonel.
2<7. QtBtt, faM lJM I e  PmhNNAAl.
llMlMMit. M fM ll h*.l#r 4# o cns ftnwloMa 
4 . pw4u#.Wm UM tMs #.mli*#4#a la  OS y la OOBt-DOOlLAS, 
povq«M aaAaa oaapa. on papal «aaè omapelfatiao aa la  11- 
taratara  aaeafcdaa aota. la aa taria  por la aaaalllaa 4a 
aa marna jo logarftalao y porqaa, uaa a o tra , rapiaaaotaa
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preetlmmaiite toda la  gam d# aupmatos poaible* «  aisaato 
a lo valom# y eonatamlaa d# loa parim troa m e a lg n lfl-  
oativoa do la  toorla do la  produm iln y d ia tr ib m ilf i fm - 
o lom l do la  ronta. For o tra  parte# independleatmente ém 
la  ie te rp re ta e ilo  te ir le a  que ae les puada dar# la s  estl*  
meioues rea litadas sobre las Ameioues de produeelln m n- 
elonadas ban Ido depurindose poeo a poeo y# qulma eon ea- 
e ltts lln  del problem del eamblo teenoligleo# que afeeta a 
eualquler funelln de produeelln# y no solo a la s  m nelom - 
das# hoy dfa se dlsponen de mltodos dlxuetos e Indlreetos 
que ban proporelonado rasultados Irregulares pero# global- 
mnte# aeeptables#
Bn este  epfgrafe# por tanto# muos a  oeupamos 
tan solo de trè s  puntos# El p rlm ro  de elles# de eaeasa 
u tllld ed  prietlea#  es la  fom ulaelln  de ZKUME (S i) de 
una funelln  en que la  produeelln depende de un fee to r 
variable y del tamfio de la  eaqiruaa o Industrie y que 
tiens# por lo tanto# un lim ite de (Miegaelln# En segundo 
loger estudiarem s um genarallsaelln  de la  funelln  CEB 
n i a « la  de dos faetores# sine a los tra ^ e lo m le s  traba­
jo  y eapltal#  focnulada in le la lm n te  por miMEEMB y
(38) EEUjaaii "An in teresting  Qemral Form for a Froduetlon 
Funetlon"# Eeom m trlea. a b r ll  1951# page, 188 y s s .
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LIU (37) y# pot âltlmo, eatudiaromo# lo qua aa llamaa
orodaatiiMa isUBtkBÊÊ» Bu ua iu tauto  da obtauar 
un naxo da unlln  antra loa trabajoa am lriuoa a nival «4- 
oroaoonlmioo aa trie tam n to  tionioo# y los trabajos agraga- 
dos anallsados hasta aqul.
7«7«I« Idi fVffigiiAli
Ls fuaelln  propuasta por aata autor ralaelona la 
dlmanslln da la  aaprasa (T) aona un faetor variable (9) an 
la  formal
a
—  (92)
WVT 
a —1
Indudablamente g  tim e  qua ser una eonstamte po­
s itiv e  y t  taabiea an euanto eonslderemoa qua e l  denomlnador 
de (92) lo be de aer y# per lo tsmto, temando logarltaea 
la  eondlelJa aerl#
IlX > 0
f
9o as d l f i e l l  denoatrar qua la  produetlvlded mar­
ginal del faeto r trebejo as positive# y qua eu ilqu ler aumen- 
to del famafto de las Inatalaeloaaa ( t )  aupondri ua ereelmieg 
to del produeto final# ya qua Fy ea positive# Sin embargo# 
F ^  as negative lo qua Indies Las eumantoa sueeslvos de^
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produeto astin  somatldos a la lay da randltalantos daera- 
clantea. For otra parta as elaro qua an (92) tlanda a 
anularsa euando alguna da las dos variables lo haee# 
no slendo nula la otra.
Réalisante lo iSnlco Interesante de esta funelln 
es la madlda que se u tlllea  para la variable T. En easo 
de elegirse indleadores taies como el volumen de faetu- 
raclln , etc. estariamoo cometlendo el error de introduclr 
la variable Independlente dentro de las exiganas. Indo- 
dablemente la unies po£lbllidad ha de ser alguna relaclo- 
nada con el capital o las Instalaelones fljae de la em­
press, lo que hsoe penser que reslmente (92) e s t! pensada 
como una funelln de produeelln de los dos faetores tra - 
dlelonalest trabajo y capital. Sln embargo, en este dl- 
tlmo easo, aunque la funelln presents todos los requlsl- 
tos en eusnto a sus productlvldades marginales como para 
ser aeeptads dentro de la elase de las bien deflnldas# 
es Indudable que presents un grado de eomplejldad foroial 
tnueho mayor que le haee praetieamente Inapllcable. Ade- 
mls, e l heeho de ser una funelln Iwnogenea de grado très, 
Impllca la existenela de rendlmlentoa fuertemente creclqg
(37) HILDEBKANB y LIOi Maaafa.tmrln* Proéuetlon FunetloB» 
IB th . ln it .d  States. Ithaea. Itew York. «d. 1965.
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tes  de eseele eon lo que eeum le todes les d ifieu ltedes 
de le  C0BS-8006LAS# pero bejo supuestos mueho memos ree< 
l i s te s .  Meueioaeremos# por dltlmo# que ZELLMBl (38) de- 
muestre que le  mlxlmm produeeilu se eonslgue en equel 
fnsnto en que se ew^>let
^  m a ÿ n
xJJSL
Le Idee e æ tre l  de estes  eutores es releeioner 
logeritmieemente de forme llnee l e l  velor eftsdldo oon 
le  re le e lin  eep lte l/treba jo  y no eon e l selerlo  ree l te l  
y æmo heoen ACMS.
Supoeiendo que I s ts  re le e lin  se estebleee slen­
do homogènes de gredo un lterlo  y llneel# y que estenos m  
equ ilih rlo  eowget ltlvo# se puede ohtener le  eeueelAs d l-  
fe renele li
log y •  log e i  h log (y-% ^  ) i  e log k (93)
dm
(que eelnelde eon ACMS euendo e es eulo)# y euye soluelAi 
est
- P  -m p  - l / p
y # ( d  k  i  e k  ) (94)
(38) ZELUBR e r t .  e l t .  peg. 189 g .
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que eoioeide exeeteomte eon le  CEM en tlm inoe per e lp i-  
te  euendo m ee nulo. Por reeonee enliogee e lee de 
equelle funelln# le de RILDKMWrn y UU e e t i  bien d e fl-  
nlde y# edemie# le  eleetlelded de eubetltuelln  no ee dlfl« 
e l l  de obtener ye que eu e lleu lo  ee eeemeje e l del eeeo 
ACMS# te  fIxMule u tllleede  pere le  regreelAe en (94) est
logy log e(l-o ) i  -A»leg w i  mMLm tqg % (95)
Up Up Up
donde es évidente que s i  g  es posltlvo y p teablln# 
le  e leetle lded  de svdtstltuelln estlnede por (11) se r l 
superior e le  obtenlde por e l  nitodo CES# porque i l  se­
r l  n  e l  eoeflelente del tlm ln o  log v# No es d i f l e l l  de- 
nos trer#  eln enbergo# que los sesgos entre le  verdedere 
e leetle lded  ém eubetltuelln  y le  eerlineds eomo eoeflelen­
te  del t lm ln o  log w# pueden d lf e r l r  ten te en velores po- 
eltlvoe eomo negetlvue# ye que todo depende de le s  posl- 
blee eonblneelottee de velores de a  y p* b  euelquier eeeo 
ee elero  que e l le  reellded reeponde nie e une re le e lin  
logerltn lee entre velor eftedldo per e lp lte  y le  re lM lIn  
eep lte l/trebejo#  que e le  e td e tm to  eæ re  le  prlsmre y 
e l  eelerlo# le  u tl l ls e o lln  de le  flrmule (11) de CBS 
t r e e r l  eottelgo etrreree en le  eetlm eelln de le  e leetle lded  
de eubetltuelln#
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2 .7 .5 .
Estes fuaeloMs de produeelln no lo sln  en e l  
sentldo efUgedo que le  henos veWdo dendo heste ehore e 
e ste  t lm ln o , pues estne «eferldes ten solo e nlvel de 
m prese o, mes eoncretemente, de proeeso produetlvo y, 
edemie, se f lje n  exelttsivennrtte en espeetos teenollgloos 
no neeeserlemente releelonedos eon los feetores de pro­
dueelln dlreetemeote* Las verlehles normelmente u t l l l s e -  
des en les funolones de este tlpo son teaeilos de pleees, 
dureclones, reslsteneles e l desgeste,etc. porque e l  t l e -  
nleo trebe je  e nlvel de empress eon proeesos f is leo s  unl- 
te rlo s  lladtedos en nSeaero, n len tres que e l  économiste lo 
heee e nlvel de esgwese, Industrie  o n e d ln .
For o tre  perten, e l  eonjunto de perimetros es 
d ls tln to  m  enhos tlpos de funelones. Pere e l  économiste  
lo s lg ttlflee tlv o , en un modèle globel, ee en s llse r  los 
efeetos de le s  verledones de los preelos sobre le  eombl- 
neelAs tærAeenente mis %wobetlve, n lentres que pere e l  
Ingenlero, dentro de une euprese, lo que heee es eelee- 
d o e n r fee to tes y eentldedes e edquielr de los sdemos, te« 
dendo en euente sus espeelfleldedes tien lees y fCslees 
y eonslderende les preelos eomo detos I ,  en euelquier ee- 
so, eetuendo en une geme de preelos mudho mes reduelde 
que le  u tllle e d e  en los modèles meeroeeonimleos en que se
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iæ luye  le  funeilo de prodiieeilii#
Slgulendo e G8KIIBRY (êè ), podeme# b e l r  que lee 
verleblee ém lee fuuelenee de produeelle Ingeaierilee  élu#
1. impute ffeieee#
2. Inputs del proeeso de produeelln.
3* proplededes fis leee  de los enterlores# de 
eereeter tienleo#
Llenendo v^.e .Vg e les lltim es, y U],«...«u^ e 
les dos prlmeres, les funelones Ingenierlles tonerlen le  
forme#
u. «
(96)
Pi "
■dwitrat qm  la# fuaeioMs «gngadaa d# lea aæ mmal ataa 
«aodrCaa xapniameadaa, u tillaando aata me#aoelat«ra,peri
X •  F(ttj a .)  (97)
la  obvie qua, amoqna w  aaa ( f a l l ,  lea alwmdamtaa 
xaaolta4aa eepfviaaa obteuldea da laa fuMlaaaa da pradoa* 
aida dal tlp aa  (96) podrfa a& lllaaraa aa la  aaaatraeel&a 
da laa (97) y a l  tialao pnAlaaa radlaa aa obtaaar proaa- 
dladaatea para a^naaar a l  aap lta l y a l  trabajo  aa (aæl&a
(40) cmiMYi "lagaw arlag Produetlea Toaatloaa", Qaatarl* 
Jouraal o f aaaro 1949, paga. 307 y aa
.97 .
de lee verleblee t læ le e e  (v^ )^ u tlllsed ee  en (96)* Exie- 
ten trebejo# de este  tlp o , etmque emeeeoe y, eoneluyendo 
eon CUBRENY, podenoe deelr que loe elem ntoe neeeeerloe 
pere que lee funelones de produeelln teenollglees pueden 
eporter detos vellosos e l empo de le  «seroeeonmfe sin i 
1* eneratrsr proeesos p robetlvos o unldedes 
de produeelln tien lees (o suflelentemsnte Importentes en 
e l  sentldo de que les u tilised## enpllquen le  meyor 
perte de los eostes de produeelln del proeeso*
2* expreser los proeesos medlente  leyes e s tr le -  
temente f fs le e s  o qufmlees ( le  funelA» de ZELLNER por 
ejenplo, es b lo llg lee),
3* eonvsrtlr les  funelones de produeelln luge- 
n le r lle s  en les  ém eostes unlterlo# e que des li%er pere 
despues peser de Is te s , por e l  proeedlnleotos eonoeldo, 
e les funelones generellsedes del tlpo (97).
Frofundlssmdo en este  emslns EOEE y MAm (41) 
ben ll#q(Wo e proponer un proeedlnleæo Ite re tlv o  pere 
e jueter une funelln de produeelln mmmxommtmImUm del tlpo#
b. b. 1/b-
Y # e (d K  ^ 4 ( l-d )  * *j * (98)
(41) KWL y MANNE# "Ei^eenerlng Bstlnetes of Cepltel-Lsbour 
Eubstltution lo  Metel Meidilnlng"# 
septlenbiu 1963, pegs. 662 y ss.
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pmrtimodo d# d«tos tSm tûoê y Bin w w eiM sato
de le# eettdleionet del mereede#
ie  vente je  fumdementel de Sêtm tlpo  de fmelenet 
y tu  poelble Integreeldn en me# #eq>llee, tvetede# per 
lo# eeonemletea, #er£e le  poslblllded de beeer ebendoaer 
« date# le# aupuesto# re# trle tlvo#  respecte de le eetm e* 
Cure de mereede en que e#ten generelmente beeedea. Eate 
dltlm e, #ln embargo^ tendrfe In terl#  solo per e l  meyer 
grade de em etltud  eon que le# ftsnelone# de produeeldn egre* 
gede# repreaenterCen le  teellded  cemoldglee« euaque se* 
guremente e l  coste de vm grade de eemplejlded forsml ten 
elevedo que le# herle  inmM#ejeblea# Pero m  euelqu&er case# 
no ev iterfen  eupueetos sobre e l  tlp e  de equllilnrlo del mer* 
eedo# porque le  Ineluaidn de une (unclAm de produeeldn 
m  e l  eonteirto de un endllsl#  de efleeeie# eeeg»eretivne, 
esploteeioae# monepaonfatieea de les (ecteree,ete# eel* 
gen de equello# en eoelquler ease*
CAFXTUU) 1 1 % 
lA K L k tn C V a a  be SQMtltOCIMI
*100*
dtiBLdfcl*jSMUBiiLjàfc*dtiBdLwJ68SÜ3tiOMfc*JBUB6B688SiÂ3EBEs»
Et d l f le l l  mn 196# in ten te r lim iter le  diteu* 
tidm del eoneepto de e le ttie id ed  <ki eobetitneidn e le  
•itueeidn eetd tiee  en le  que berne# en^leede este  in e tru  
mente bette  ebore, dentro de le  que EXCES llemerfe "el 
mdtedo e ttd tie o  de le eeenonfe diniviee" (41), pisetto 
que le# diteutiene# eetuele# retpeeto e tu  uto giren 
ehore tobre tu  potible in tercidn  dentro de le  teo rie  del 
ereeimiento eeendnieo y del progreao tdenieo. Entre otre# 
cote#, e l  en p e  e l que vemo# e eireunteribim o# pedemo# 
deeir que quedd pereielmente eerredo trd# le# eperteeio* 
ne# de le  ddeede de le# 40, pero ne por e l le  pierde in* 
terd# n i u tilid ed  e l  eonoeimiente de le# mitmet. Fer 
o tre  perte , le  generelimeeidn del eoneepte e me# de do# 
feetore# me to lo  be dede luger e may reeim te#  trebeje# 
tedrieo# de envergedure, tine  que be permitido tembien 
e n e liie r  e le  lus de tu# retultede# elguno# de lo# pumte# 
obteuro# de le  eentrovertie in ie ie l .
(41) HXCKSi Capital y #d. Bea«h. la rM loaa,
196#, 1# ed, eep. I .
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El eomeepto de e le ttie id ed  ém tubetiteeidn  fud 
eeuEedo primeremente por HICKS (42) e iemedietmmente re* 
defieido por le  tefiore EMIE8W (43), deteteadoee e eon* 
timteeidtt le  poldmiee in ie ie l  en que in tervinieron HICKS, 
K4HN, LElUmt, 8VEEZY y THAKSX8 (44).
Le e le ttie id ed  de inbetitueidn epereeid défini* 
de formelmente por HICKS eono le releeidn entre le  varie* 
eidn de le  releeidn q en que te  u ti lis e n  lo t dot feetore# 
productive# eontideredo# y le  verieeidn de le  releeidn 
marginal de eubttitueidn entre ubot»  InieielmM te ere 
un perdeetro que tendrfe que medir e l gredo de #ub#titw& 
bilided  en tre  embo# feetore# en e l  proeeto produetivo, 
y detde e t te  punto de v i t te  terd  primtro espuette, ewque 
timulteneemente tu# implieeeione# retpeeto de le d ie tr i*  
bueidn del produeto f in a l m tre  e«Ao# feetore# ebtorWie* 
rom le  mayor perte de le dispute tedriee de le  que no# 
œuperMo# me# edelente.
(42) HICKSt THf of Weeet. London, Heemillen, 1912,
pegt# 117*11##.
(43) df.EWIMS<Hlt IS O iS liii  g l  Ù B t t f t i t  fiflMiUttkMb
London, Heemillen, 1933, peg#. 23# y ##.
(44) E . U  K— — da 1953/94 « mqro. 
a r tfa u le . re#p#eti*o# hanaoa m m IAi m maëldm q«w vaym. 
tiendo noM terioa.
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Mo e# d l f ie i l  eomprentfor que euendo le  e le e t l -  
elded de eubetltueldu es mule, eetereeoe eu une e ltue- 
eidtt eu le euel le# proporeione# eu que #e eplleen lo# 
do# feetore# e l  proeeeo productive uo verfeu y, por teuto , 
en une eitueeidu eereute de #ub#titueido, por lo que le# 
itoeuente# #erln eugulere#. Por e l  eontrerio , eueedo e l 
perdeetro #ee in f in ite , #in que verie  le  releeidn mer* 
ginel de eubetitueidn podrmo# e lte re r  le# proporeione# 
de lo# feetore# en le medide deeeede y eeto #olo puede 
tueedee eon ieoeuente# reete#. Mo e# d i f i e i l ,  por o tre 
perte, eetebleeer metemetieemente un# releeidn entre le  
e le ttie id ed  de eubetitueidn y e l  redio de eurveture de 
le# ieoeuente# obtenide# de le funeidn de produeeidn, 
que form ilieerfe lo an terio r (43).
Orefieemente no e# may eo#q>leJe le eenetrueeidn 
de une eurve euye e le ttie id ed  #ee, direetemente, le  de 
eubetitueidn, y e# elero que e tte  terd le que releeione 
le  proporeidn en que #e uten lo# feetore# eon le  releeidn 
de eubetitueidn entre e lle# . Vemo# e eonetruirle tiguiendo
(45) CAStAflEOAl Laaatmi»- ^  .4 .4 g u ll# r,
Madrid, 196#, 1» ed, page. 173-7. La demoetreeidn e# pare 
eurve# de indifereneie, pero lo# reeultedo# y e l  mltodo 
ton feeilmente eplieeble# e l eeto de le teo rie  de le  pro- 
dueeidn.
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# LERIIBR (46) por 1# eyude quo luogo e#tm lotorpreteoldn 
no# p ro tte r l per# jiasger e l pepel d letribu tlvo  de dleho 
perdmetro.
En e l  g rifleo  superior de le figure 3, I  repré­
sente une eurve isœuente* En e l punto P, pere e l  que vobos 
e eeleu ler le  e le ttie id ed  de tubstitueidn , y en titueeidn  
de eq u ilib rio , lo t feetore# ton substitunible# en le  pro­
poreidn BP/BC, nientre# que le  releeidn eep ite l/treb e jo  
terd OB/iP. La# eentidede# que se niden en lo# eje# de le  
figure in fe rio r  ton pueti ebeite# OB/BF y ordenede# le  
tengente del engulo DCO, e# dee ir, BP/BC. E# fe e il  obser­
ver edmo, œ diente simple# trentfomeeione# geomltriees, 
le  eurve de le  figura in fe rio r  te  obtendrd eontiderendo 
Oy eofto le unided en que te mide e l feetor trebejo yb 
eqqalle en que te  nide e l  e e p ite l, nediente le  prolonge- 
eidn del redio veetor que warn e l  origen del euedrente su­
perior eon le partie le  u a ite rie  e l  eje del e ep ite l, y 
tresledendo este  ebeite e l euedrente in fe rio r pare, por 
e l  punto O'tremer une perelele e OC, tiendo e l  punto de le 
eurve euye e le ttie id ed  e# le  de eubetitueidn equel en que 
te  eorten e t te  perelele y le  ebeite  tretledede del eue­
drente superior e l in fe rio r . Et évidente, por eupueeto,
(46) LniMni Kavl— nf a»4dlmm a tt.n aaa . M y  «al
"The Oiegremetieel Bepresentetion of E las tic ity  of Bubstitu 
tion".
* 10 H “
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0 c
F i g u r a  3
-IQI*
qu« # MQor eonvmidttd d# la  aiarva II# #ayof aa rl la  
a laatle idad  da aubatitual&a antra la# taatoraa# y vlaa«* 
varaa.
Sa laqportanta daataaar# por dltiaa»# qm aaal 
a l ftnlao pmto an qna todoa loa autotaa aatJa da aanar» 
do daada a l aoadLanao da la  poliniaa fnf qua la dallai*  
aida da la  alaatiaidad dabarla haaaraa aoWa ana auraa 
iaoaiianta aonarata# porqna aata aa la daiaa loma an la  
aual la alaatiaidad aa ig%#al nadida dal traWjo raapaa* 
to dal aapital qua an aantido opuaato. Sn la no aonpran* 
aidn da aata punto radiad# ain lugar a dudaa# la  datonaa* 
ta poaiaidn da tlMBlS (47) an la poUadaa nanaionada# 
al aliraar qm a aanoa qua laa funaionaa da produaaidn 
luaran heaofanaaa da gcado unitario (aa daair# laa aur* 
vaa iaoauantaa honotdtiaaa laapaato a l orifan)# la  alaa­
tiaidad da av^tituaidn aa ara un aanaapto aindtriao# 
tyaa aata btaaa anpoaiaidn allaiaa y grlfiaa#  
podanoa fatnaliaar aatanatiaaaanta a l aanaapto da aata 
alaatiaidad da loma qua aokra ana lunaidn da produaaidn 
aualquiara#
Y •  f  (*#K) (2)
data aarlat
(47) raAMISt *notaa onttWa tU a tia ity  o l Subatitution*»
ait.paga. 144 y aa.
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X/M
(T -  —  (2)
é t j a
No • •  d if ie il  demoetrer que eon eareeter geme- 
r e l, e l deaerrolle de (2) éi eomo xeeultede la empreeifm 
•iguieneai
-V , (!*_ * nr.)
(J~m ■ ■ — I ■■■— ■ e m a L J k m * m . , , , . & e * , , , i    A .......................................
« ( V x  - » ! k ' n' k*»k »n>
y an a l ammo normilmata atlllsad o  an laa Amèlanaa agra* 
gadaa da produaaidn da qua aataa toman la forma llnaal 
homoganaa# aplleando a l taorama da SUUCS# aa obtlanat
Fji
cr •  (4)
"N K
y an aata dltlma forma# aaignmn^ a la funeldn da produa­
aidn la aapaalflaldad da aar éê grado unltaria# aa aomo da 
flnlaron inlaialmanta KICKS y &09I1IICN aata parAaatro.
Ka Indudabla qua# aomo #ap#%#sa dafinlda an (4)# 
la alaatiaidad da aubatituaidm aonatitwya lo  qua algumoa 
autoraa ban danmaiaado vm "pardmatro da aagnndo ordan" an 
al aantido da qua no aa aino una aonbinaai^ da pardma- 
troa diraatoa talaa aomo laa produatividadaa marginalaa#
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y# aomo aaramoa ma# adalanta» laa alaatlaldadaa de loa 
faatoraa. Pero lo Importaitta no aa qua la alaatiaidad da 
aubatituaidm aaa o nd un pardmatro da aaguado ordan (qua 
aim lugar a dudaa lo aa), aimo a l haaho da qua aaa aigmi- 
fiaatiao (48).
Antaa da amalisar la apliaaaidm da aata pard­
matro a la taorfa da la diatribuaidn da la ramta, va- 
moa a aatudiar un problama fuadamamtal an au idantifiaa- 
cidttt la difaranaia aalatanta amtra la dafiniaidn formai 
dada an (2) y lo qua mormalmamta aa iiannaonaidara alaa­
tiaidad da aubatitueidn, nomaolo an loa trabajoa ampfri- 
aoa, aino taa^ian an laa prinaipalaa apliaaaionaa tadriaaa.
Dado qua tanto a l numarador aomo a l danominador 
da la  alaatiaidad aon difaranaialaa logarftmiaaa, podamoa 
axpraaar aqualla da la formai
^  m mjLaJLSÉlÊmSMlÛÊÙLm (s)
d log(dK/dM)
En aquilibrio aompatitivo aa aumq>la qua la rala- 
aidn marginal da ai^atituaidn antra aapital y trabajo aa 
igual a l aoaianta entra a l aalario y a l tipo da intarda 
y, por lo tanto, (5) puada raaxpraaaraa an aataa aondiaio- 
naa aonoi
fj' m mAmXÊÊLJjtlJÊÙLm (g)
d log (u /r)
(48) PIGOU, EoMomia Journal |unio 1934, paga. 240 y aa.
-108-
Idatttlfledndoaa aa todaa laa latarprataalooaa (5) y (8 ). 
Para qua raalmauta aata igualdad aa aarlflqua, o blau la  
produaaidn ha da aar aonatanta, o la funaldn da produaaidn 
da ta l forma qua laa iaoauantaa diflaran tan aolo an au 
aaaala, aa daair, aam homotdtieaa (iaoatnalinaa raataa 
qua paaan por a l origan). Sa indudabla qua a l tipo da 
f%maionaa qua auaq>lan aataa aaraatarfatiaaa bajo laa qua 
(5) y (8) aoinaidan aon laa hemo^naa raapaato a loa doa 
faotoraa aonaidaradoa. Supongamoa qua (I) lo aa da grado 
g. Em aata aaao la ralaaidn marginal da aubatituaidm eomo 
aoaianta antra laa doa produatividadaa marginalaa, cada 
una da laa aualaa aard homoganaa da grado g - l ,  aard una 
funaidn homoganaa da grado aaro y antoaaaa a l valor dal 
aoaianta u /r no variard adantraa no aa altara la ralaaidn 
aapital/trabajo, aa daair, auando laa aantidadaa apliaadaa 
da loa faatoraa varian proporaionalmanta (a lo  largo da 
la miama iaoalina).
Sa, por dltimo, èmportaata daataaar dantro da 
la polAaiaa nantaa nanaionada la poatura da SGSIS80N. La 
dafiniaidn in ia ia l da aata autora fud a nival da induatria 
y aupottiaodo qua an la mima wiatCan randimiaotoa aona- 
tantaa da a aaa la , llagaado a la aonaluaida da qua la alaa­
tiaidad da aubatituaidh aa datarminaba por motivoa aa- 
triotamanta tdaniooa (lo  qua ahoaaria afioa maa tarda aon
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la arltlaa  a laa ftmcloaaa da produaaidn aomo intanto da 
axpllaltar ralaaionaa axclualvamanta tdanlaaa an laa qua 
loa praaloa, naaaaarlamaata, InflulrCan). ftaalmanta, aomo 
ha aaftalado KAHN (49), la utlllxaaidn da "unidadaa da a fl-  
èianala" an la funaidn da produaaidn lo qua haaa aa raal-* 
manta aonvartlr a aualquiar funaidn an llnaal y homoganaa, 
ya qua laa varlaalonaa da la produaaidn fin a l, auando aam#^  
bia la aacala da oparaaionaa da la induatria, aa aonviar- 
tan an variaaionaa da loa praaloa o da la aantidad ap li- 
aada da loa faatoraa qua guardan una proporaidn aonatanta 
antra af.
Raalmanta ai no axiata aquilibrio aompatitivo 
an a l maraado da faatoraa produativoa ni laa fimaiooaa da 
produaaidn aon linaalaa y homoganaaa, no tlanan por qud 
aolneidir laa aatinaalonaa da la alaatiaidad da aubati- 
tuaidn por madio da (5) y (6) .  Sata dltima, dapandarl 
da la forma an qua nartnn laa variaaionaa da loa praaioa 
ralativoa da loa faatoraa afaatan tanto a la aaaala da laa 
oparaaionaa produativaa admo a la aantidad apliaada da 
aada uno da loa faatoraa aonaidaradoa. Yambian aa im ro- 
duaan ahora an a l aaquama laa aondiaionaa da ofarta dal 
trabajo y dal aapital, ya qua laa variaaionaa da lea  
praaioa da loa miamoa dapandardn da aataa aondiaionaa.
Bn un aaao maa m plio, por tanto, la afirmaaidn da 1933
- n o ­
de la aaftora KOBXIBOlf aa falaa, parqua la alaatiaidad da 
aubatituaidm dapaada ém la fuaaida da praduaaiAm aapa- 
aifiaa (faator tdaaiaa) y da laa aondlaiaaaa A# ofarta 
da loa faatoraa, poatura qua aa aaauaatra wuabo maa da 
acuardo eou la  axpuaata poatariormauta por a lia  miama aa 
1955 y qua aard objato da aadliaia aa a l aapftulo V.
Vayamoa abora aoa la intarprataaida da la alaa­
tiaidad da aubatituaida dantro da la taorCa da la d ia tr i- 
buaida da la ranta, para lo aual tandramoa qua aaaptar 
a partir da ahora la igualdad bdaiaa antra la  dafinaidn 
formal (5) $ la  axpraaada por (4),  aa daair, trabajara- 
moa aiampra aon funeionaa da produaaidn homoganaaa (por 
aupuaato, adamla, aoa movaramoa aiampra an la  miama aur- 
va iaoauanta y aaaptaramoa la axiatanaia da aquilibrio  
eoaqpatitivo).
Aunqua la intarprataaidn da la alaatiaidad da 
aubatituaidm no tiana un aontanido bntuitivo damaaiado 
alaro an aata aaaqw, au apliaaaidn a l miamo quadd aalla- 
da por mcxs auando axpraad "urn aummto da la  ofarta da 
aualqpiiar faator aumantard au partiaipaaidn ralativa(aa  
daair, au proporaidn dantro dal ingraao naidoaal), ai au 
alaatiaidad da aubatituaidn aa mayor qua la unided".
(49) K4W# "Tha B laatiaity of Subatitution and the Ralativa 
Share of a faator*, Baviait of Xmpmamim gam#dipm ait.paga.
72 y aa.
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Sfaativm ant#, admitiaado qm  la  a laatia idad  
ttaaa  ana in tarprataaida aaao la  dada an (4 ), no aa d if i -  
a i l  var aomo un valor da 5 a diaho parimatro Indiaa qua 
un aumanto dal I  por eian an a l  aoaia#ta u /r  raparauta 
an un aumanto dal 5 por elan an la  ralaaidn K/V y, por 
tanto , an un aumanto dal 4 por eian an la ralaaidn ran- 
tas pagadaa a l  oapitAl/ rantaa pagadaa a l  trabajo (rK/aW). 
Deada a l  punto da v ia ta  grdfieo, a l aiiadranta in fe rio r  da 
la figura 3, taxspoeo aa d i f ia i l  dar aata aontanido a la  
alaatia idad  aubatituaidn. £a obvio qua a l  area d a fi-  
nida por un punto eoncrato da la ourva I I ,  aumantard a l  
araaar la  ralaaidn eap ita l/trab a jo  al la a laatia idad  da 
aubatituaidn aa auparior a la  unidad (a i la  eurva I I  aa 
a ld a tia a ), adantraa qua diaminuird ai aa in fe rio r  a la  
unidad ( I I  rfg id a). Ahora bian, a l  produato da la  orda- 
nada por la  abelaa da la ourva I I  no aa aino K fg/*g #d, 
lo qua aa lo miamo, la ramunaraaidn a l faator aap ita l 
dividida por la  dal faator trabajo , aiando por tanto ay& 
danta qua a i la  alaatiaidad da aubatituolAm aa mayor qua 
la  unidad, a l  aummtar ralativamanta la t*ilinaoi&» dal 
aap ita l aaa a l  proeaao produe tiv o , a l poraantaja da ran­
ta  abaorbido por aata faato r aumantard, y a la  invaraa.
A la  lus ém aa ta  intarprataaiA» RICKS aa maa aanaillo  da 
in ta rp ra ta r an la  a ita  qua bamoa dado aataa. Ka a ia rto  qua 
ai laa ourvaa da ofarta  da loa faotoraa ti^#an una in a l i -
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naalda positiva, oomo ## lo usual, uo aiaaaato do la 
ofarta tra a rl eonaigo m  aumauto da la partiolpaaidn da 
aata faator an la rauta uaaioual si au alaatiaidad as 
mayor qua la unidad. Sn a facto, s i al aunantar la aan­
tidad apliaada da aapital, la apliaaaidn da trabajo dis- 
minuya, aa obvio qua la partiaipaaidn an a l produato dal 
capital aumantard. Cuaado, por a l contrario, un amante 
dal capital traiga eonatgp un aumanto dal voluman da am-
plao tambian, sa oumpla da igual forma la afirmaaidn da 
para qua
HICKS toda vaz qua/la produatividad marginal dal trabajo 
bays cracido tambian as naeasarlo qua haya aumantado 
la partiaipaaidn dal factor capital. Con ourvaa da ofar­
ta qua tangan curvature hacia atrds (eomo la tfpica da 
trabajo individual), laa concluslooas da KICKS aarfa 
axactamanta laa opuastaa.
Sin embargo, a l raaonamlanto gana mucbo an 
claridad y praciaida si lo formalisasnoa matamaticamanta. 
Sn aata aaao, sa puada anaminar cdmo la alaatiaidad da 
aubatituaidn haca qua a l aunantar la aantidad obtanida da 
produato la ratribucidn a loa faotoraa aumanta o disninu- 
ya.
Supongamoa para astoa funeionaa da produaaidn 
homoganaaa da grado uno qua, por tanto, puadan axpraaaraa 
an la forms par cdplta conocida y an las qua la a Is at le i-  
dad da aubatituaidn toms la format
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(T •  m<tJk,mmummummm ■ftiiMii. (?)
kf(k)f%k
(v#r eapltulolX , epfgrmfe I I . 2). Eo eat# caao ea fa e ll  
denoatrar qua, praelaamanta, la alaatiaidad da aobatitu- 
eidn aa la  a laatiaidad  da la  prodoeeidii par e lp ita  raa i 
paato a l aaalario  por trabajador, an aittiacidn da a q u ili­
brio . Al miamo tiampo, la  partiaipaaidn da loa banafiaioa 
an la  ranta national aar (an:
B m SmJL m E-k (B)
Y y
y cooo a l  tipo  da intarda aa la  primera darivada (8) 
aa oonviarta ant
kB m   wJImi (9)
(<k)
Ahora, darlvando (9) raapaato a k varamoa eomo varia  la  
partiaipaaidn da loa banafiaioa sobra la  ranta naaioaal 
a madida qua aumanta a l cap ita l rea l par adpita u tilisad o  
an a l proaaao productivo#
«  £<k)(£t*Mi.k)-M2 . .
dk f(k)2
qua traa  aaneillas raordanaaionaa raaulta aar:
^kk ( I I )
y
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y eomo f |^  #e magativa, la  variaaldn da la  partlalpaaldii 
del c ap ita l an a l  produato to ta l  araaarl auando la  alaa­
tia idad  da aubatituaidn aaa auparior a la  unidad y d ian i- 
auird an aaao aontrario , auando aa iaAanaifiqua ra la tiv a ­
manta la apliaaaidn da didio faato r a l  proaaao produativo* *
Laa ralaaionaa quadaa abora totalnanta ampli- 
aitadaai aon funaionaa da proteaaida linaalaa bonoganaaa 
aon raédiadantoa aonatantaa da aaaala, auando «nmanta a l  
aap ita l par adp ita , naaaaariananta ban da alavaraa loa aa- 
la rioa  par adpita pagadoa por loa aaqmaarioa. Eato aa 
avidanta dada la  a^praaidn a  # f(k )-k f^ , ya qua a l  auman- 
ta r  k au produatividad marginal diaminuya an la miana 
proporaidn, miantraa qua la  produaai&t to ta l auman ta# For 
tantô t
1. a i la  alaatia idad  da at&atituaidn aa in fe rio r  
a la  unidad, la  partiaipaaidn da loa banafiaioa diaminuird 
aumido m nanta a l  aap ita l par adpita y loa aalarioa,
2. a i la  a laatiaidad  aa anparior a una, diaba 
partiaipaaidn araaard aw» a l  aunamto dal aap ita l par adpi­
ta  a l  miamo tiampo qua auAirdn loa aalarioa.
3. an a l  aaao lim ita da una alaatiaidad  da anba- 
titu a id n  u n ita r ia , laa partioipaaionaa da aadma faatogaa 
aa mwtandrdn aonatantaa.
Coma puada varaa an ( I I )  laa traa fuaraaa qua 
datarminan la  variaaidn da la  partiaipaaidn da loa faatoraa
•us-
•on In m lnoidn onpltnl/prodiaeto, o l rltane do dlmnlmioidn 
do In produecivldad marginal dal cap ita l y, por tan to , 
dal tipo da in tarda, y a l  valor abaolnto da la  alaatiaidad 
da #nb#titucidn$
Adquiara ahora toda claridad la  poldnica HICKS- 
KAHN a favor dal dltlsso euando argusantaba eomo nacaaario 
para qua so cumpliara la  in&erpratacidn da HICKS dal eon- 
capto da alaatic idad  an la  diatribueidn da la  ranta a l  qua 
laa curvaa da ofarta  da lo# faotoraa fuaran craciantac y 
no tuviaran eurvatuza# bacia a atrd#.(Podriamoa afiadir qua 
laa propoviclonaa da HICKS sa euaq>Ian tambian s i  laa doa 
curvas da o farta  son craciantas o s i  ambaa son dacraeian- 
taa an a l  tramo an qua sa u ti l is a n , paro no auando una da 
a lia s  tiana una curvature d is tin ta  da la  o tra ) .
Una van analisada la  aignificacidn dantro da la  
taorfa da la  diatribueidn da la  alaatiaidad da aubatitu- 
ei^n, podamoa an trar an a l  punto fundamental da toda la  
pol&dLea aobra la  conatancia o variabilidad éê la  p a r tlc i-  
pnei&n dal trabajo y dal cap ita l an la  ranta national.
Exista una tandancia may axtandida a aonaidarar 
laa participacionaa da ambos faatoraa eomo una aapaaia da 
aonatanta natural (50), no avalada daada luago per loa da-
(50) Var SOUHlt *Hia Conataney of tha Ralativa Sharaa*, 
AwaAfiitt Rümm&û JWimE# 195$, paga, 6I 8 y aa.
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to# mi#ro. #o#d«&#e# y, mb mMhmm <W##, pox lea «mxob- 
Maj#4<M»#«
l a  cuanto qmâé «lace «lae la  « la e t la l la l  é» 
aiAaKlIaaWm, aonqaa aa «oadldeaaa «lacCaaaa f  «Igo cas* 
esiaelcaa* pacalClcf# aadiar la  vaciaalAm d# lac parCLei- 
pæ leaaa da lo# Caecoca# «ea a l  «caaW aato de la  pco<tae- 
«i&a, la  poUkdlaa #• «aacad aae lw tw aae te  aa tarao a #1 
la  a laa tia idad  taaf# o ad aa  «aloc aaxaaao a la  uaidad. 
Loa prlM coa iataatoa Caavoa haaho# pac M UMPUMinn y, 
C(WB y M O m L il, aatiaaade Amaiaaaa dal tipo  da loa doa 
d ltiaoa  (51), aie  haaar  a l aopaeato da vaadiaiaatoa aoaa- 
taataa da a w a la . Loa caaultadoa te a  aapacaaaadocaa (a l%  
tia idad  da o,76 del tcahajo y da o,25 dal aap ita l)  Cuaroo 
auCiataataa paca pcodooic aaa t aadaa a ia aa tadaa loa tad- 
claoa a aoaaidacac aata diatclAuaida aaao lay y , aa aoa» 
aaaaaaai a , laa  aatadioa aapfciaoa da la  taocda de la  pce» 
daaai&» aa anaaadnarom haaia faaaioaaa «œ  aoaaidacahaa 
«ea» aa date «1 «aa la  alaatia idad  de aahatitaaida foaca 
la  wntdad, y dacaata  caciaa ddaadaa, la  (aaaida da COM» 
DOUadI adqttlrld aaa peaiiAda aoaopaldatiaa aa la  liteca»  
coca eaoada iaa ,
(51) OOOOLAS y B M M m m o m i "Ccaaa l aacleaa Stadiaa la  
tha Cehh»Dauglaa 
diaiaahce 1*59$ pa#a. 641 y aa.
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Ho obstamte, pestorioirot emtuAlo# toMosarott 
a éaw atra r qua e l  optladsno no aataba tan Jostiflaado  
(53), La partlnlpaalAa Hal trabHo an la  aaoneodCa aataHou- 
nldanaa varlaba m tra  0,40 y 0,75 daaHa a l f in a l Ha la  
•agunda guarra munHial ha a ta  1940 y, aHaaila, loa pyoca- 
dimiantoe da daaaataeionallxaolHn Hamoatraron qua ax is- 
tfa  una tandanaia aaoular haola a l  aumanto da la  p a r ti-  
elpaeldn dal factor trabajo , da laa rw taa  aa la ria laa , 
an la  ranta nacional. For o tra parta SOLOR (54) aaiUild 
aeartadamanta qua la  intarprataoidn dal prograao tHoniA) 
tampoeo fac llltab a  la ta raa , ya qua an un parioHo da rd i 
plda acuaulaolHn aomo a l axpariuantado an loa Katadoa 
Qaidoa antra 1900 y 1925, la  partioipaciHn da loa aala­
rioa no craolH, miantraa qua an 1929-1949, eon un ritmo 
da acunulaeiHn natw anta in fe r io r , loa aalarioa oraciaron 
rapidamrata, an contra da lo qua ora Ha aaparar aagdn laa 
normaa toHrieaa y, daada luago, aagdn a l  aomportwnianto 
da laa funeionaa da produeeidn linaalaa y homoganaaa,
81 aldabonaao principal fu i dado por a l  traba#o 
SOLOW, Sin embargo, adn an 1940 m o m m n m m  Hanoatrd
(53) Var CASYAfkOA, o b .a it, paga, 731-2,
(54) WLM  a r t . e i t .
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(55) qua aunqua la alaatiaidad da aubatituaida fuara dia- 
tln ta  da la  uaidad, aato aa iaq»lieaba an abaoluto qua 
laa ratribucioaaa da loa faatoraa varlaaan aon a l  produa­
to . Solananta un valor «mitarlo garantlsaba la  a<matanaia 
da laa partioipaaionaa, paro la  raefproea no ara a ia r ta . 
En afaato , llamando 8 a la  partiaipaaidn dal trabajo an 
la ranta national (8 •  vH/vtl|»rR), aa alaro qua#
 # dCSiidil I A ii/h S }  (12)
d(N/K) d(H/K) dS
Haganoa ahora aataa #Wrivadaa por aaparadot
(13)AVkJlsil .  »Jt
d(N/K) I (r/u )2  d(H/E)
qua, an aondiaionaa da aqu ilib rio  aompatitivo aa oonviar­
ta  ant
dULSi/JLdBJL m —mK— ( I — — ) (14)
d(N/K) r  ^
Par o tra  parta#
dÜÜLiÜLmdÜL # ( 13)
«  ÜiF
y *B8tit.y#ndo (19) y (14) «a (12) ra su lta r lt
(99) ULONnmKIMnt "A Mat# ea MaUtiea Slmea e a . the 
B laatia ity  o f B ahetltutloa".Joucael of g a lltle e t 
jaaio  1940, pegs. 284 y
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ta  la tarpretaalda da (16) oo aa d if ia il#  ai# 
la  a laatia idad  da aubatituaida aa la  uaidbid, indudabla- 
maata laa partiaipaaioaaa ra la tiva#  da loa aalarioa y 
loa banafiaioa an la  ranta naaional no v aria rin  con la 
a ltaraaidn  da la  intanaidad ra la tiv a  aon qua aa u ti l is a n  
loa faatoraa da produaaidn. Sin anbargo, a l qua la  a laa­
tia idad  da aubatituaidn aaa d ia tin ta  da la  uaidad, taa^ 
poao h ab ilita  a auponar qua aataa variaaionaa aaao gran- 
daa n i aiquiara qua aa produsaan. Efaativaa###ta #
1. a i aa in fa rio r a la  unidad, a l  tdmiiio 
cr-l/cr da (16) aard nagativo y qulsd puada alaanaar
valozaa alava#&), ain anbargo,
2. a i la  alaatiaidad aa mayor qua uno, y auanto 
mayor aaa, manor aard a l  tdrmino manaionado da (I6).% #i- 
éo aato  a qua (l-S)* aard normalmanta any in fa rio r  a la  
uaidad, quada alaro qua la  variaai&# da laa p artia ipa- 
aionaa puada aar aaai ina i#»ifiaanta  aunqua la  a la a t ia i­
dad da aubatituaidm aaa alavada.
Para no dapandar da laa unidadaa da madida, 
podrinoa habar aonaidarado la  alaatiaidad da (16) an 
vas da au valor bruto, aomo haaa U O ira u im s i t ,  am atyo 
aaao a l  raaultado habrda aida#
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^IM/K •  (17)
#a auyo aaao la  avidaaala dm lo aataa diaho aa wndio mayor# 
Sttpoagaooa por ajamplo qua la  aps partiaipaaida da l t r a -  
ha jo  aa la raa ta  aaa dal 75 por eiaa y qua la  a laatia idad  
da aubatituaida fuara 2# Ea aata aaao la  arpraaida (17) 
valdrfa aprori aadaaaata 0,12 qua aa ua valor daapraaiabla 
ya qua ax ig irfa  uaa variaaida IflBBEtiWlii da ua # par aian 
an la  ralaaidn traba jo /aap ita l para qua la  partiaipaaidn 
dml primaro paaaaa a l 76 por aian# Evidantamanta la  p a r t i­
aipaaidn da laa variaaionaa raapaato a la  a laatia idad  (aa- 
paaialmanta raapaato a valoraa auparioraa a la  unidad) aa 
muy paquaha# En afaato, aarivamto (16) raapaato a la  a laa­
tiaidad  da nidiatituaidn raau lta rfa t
«JE» ( I — — 
r  ^
y darivando (17) ^ 4  «
Eata aa la  raxdn par la  aual traa  1958 y aapa- 
a ia la m ta  trda  a l  trabajo da AEROW, OOERMY, MIMEAE y 
80L0K da 1961, laa funaionaa da produaaidn naa u tilia ad aa , 
aAi naenaniandoaa a l  aupuaato da alaatiaidad da aubatitu» 
aidn aonatM ta, paraitiaron qua data variara  y pudiara toamr 
aualquiar v a lo r, dadioAadoaa la  mayor parta dal trabajo
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«q>Crlao d# l# tao rla  mgr^mdm d# la  produaaidn a la  a a t i -  
naai&m dal valo r da dlaha alaatia idad  aomo varamoa an a l  
prdximo aapitelo#
SflfiSldUUdUKMLiSjflLJteDttiJLwjiSuEJdUtt^  ^
iulMiftlittüjyh Pigi i l  dmm dÊJhm Kmmtam#
Sn aonaaauMieia, podamoa raaunir la  avolucidn 
qua ha amfrhdo la  a laatiaidad  da aubatituaidn y a l  aata- 
do actual ém la  eontrovaraia an loa aiguiantaa puntoai
l# an ua aantido a a titio o , an aituaaidn da aqui- 
lih r io  aompatitivo, la  alaatia idad  da aubatituaidn aatd 
agotada an aua poaiblaa uaoa a intarprataaionaa#
2. au aanatanaia aa algo qua aa aonaidara india- 
au tib la  por lo  qua no aa ha invaatigado aufiaiaatamanta, 
paro lo qua a i paraaa avidanta aa qua au valor no tiana 
por qud aituaraa aaraa da la  unidad#
S# aa dudoaa la  in tarprataaidn dal pardmatro 
aomo indiaador da la  variaaidn da laa partioipaaionaa rala« 
tivaa da loa faatoraa an a l  raparto  dal furoduato#
4# aa daaaonoaa aaai to taU m ta  la  influanala 
dal program» tdaniao jr dal tipo da imaavaaionaa aobra la  
a laatia idad  da aW#atituaidn*
Mo o to tan ta , aunqua la  afirmaaidn da FXODt antaa
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manelonmd# aobra la  aonaldaraaido da la  a laatia idad  da 
aubatituaidn aono un pardmatro da aaguado ordan aa a io r- 
ta ,  no lo aa nanoa qua aonatittya un pardmatro a ign ifiaa- 
tivo a nival a|ragado aobra a l aual todavCa quada baatan- 
ta  trabajo  anplriao por raalisar#  Ua brava rapaao a laa 
apliaaaionaa da diaho pardmatro noa baatarl para aaaptar 
la  inportanaia dal miamo (56)i
1. la  aatabilidad o no dal aqu ilib rio  an moda- 
loa dal tipo  HMUtOD-DQHAR dapandan dal valor da aata pard­
matro y la  inaatabilidad dal miamo aa daba a la  anulidad 
daf la  a laatia idad  da aubatituaidn.
2. an la  taorfa pura dal aomaraio intom aeional 
loa afaatoa da la  variaaidn da la dotaaidn da faatoraa 
aobra la  aatruatura da aqual, dapanda da la  variaaidn da 
la  a laatia idad  da atoatitueidn  an tra  laa d ia tin ta#  indua- 
t r ia a .
5. la  poldadaa da laa partiaipaaionaa da loa faa­
toraa an la  ramta aigua ab iarta  aapaaialm ota a urn nival 
maaroaamadmiao y, aapaaialmanta, dinfaiao.
J k __________________________________________
(56) Sn aataa traa  punto eo|naidan taatualmanta a l  trabajo
aitado da AOfS da 1961 y a l  da «&LQVB *Raaant Empiriaal
Studiaa of tha CSS and Ralatad Production funationa*, an
o p .a it .  MBSR, paga# 55 y aa.
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3*3* 4#
<tei iMtttW J?,fa4afttte8ii *emg#9üm# Y APliamglam*##
Para mi» d# doe faatoraa no e# oada te la ro  aomo 
sa paada nadir la  substltu lb llldad  antra dos grupos o 
faatoras# Sa ham haaho varias tantacivas da d a fln ir  alas* 
tiaidadas substitiiai&i oparmtivas# a las qua haranos 
maueidu aquf# paro la  fa lta  da trabajo ampfriao sobra a l  
tans, d^bida fundanautalnaiita a las  asaasos aoooaimiaoto* 
dal caso da dos faatoras aono haaos tanidon oaasida da 
var,y  a l  asaaso imemri» qua prasaata uns funei^a da pro* 
duaaiAs agragada aon 3 o n ls  Éaatoras (a l nanos an a l  as* 
tado aatual dal aonoaisdaato asq>(riao aaondniao). La as* 
aasas da rasultados aonsratos haaa puas qua la  disauslAa 
da la  ganaralisaaiAm dal aonaapta astudiado# sa nantai^a 
M  a l  aanpanda la  torumliMmmiSm tmSvim y  da la s  aaraata* 
rfs tia a s  l4giaas da aada dafiuiaWn# rafiriéodonos solo 
a sus posiblas apliaaalonas anpfriaas*
Las prinam s pasos an a l  astudio da la  subscitu* 
aiAs an tra  nfs da dos faataras sa d ia rw  an los trabajoa 
da la  funaWn CM ganaraliaada da OZdWA y MaTAWSK (37).
La dafindaWn da a lastia idad  da subatituaWn an qua sa
(57) USAMd y MtfdMM, a r ts ,  a i t  s# an a l  aapftulo II# an 
la  ganaralisaaidn da la  funoWn CBS#
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#e basa e l  trabajo  d# UZ4UA a# la  dada por AUJMt
m mimÊjrntmiiÊmmmmmmmmÊmmÊmmmmÊJOLJmmÊmmmJSMi (18)
r t
donda S a# al hatlana orlado dal aapftulo I I ,  Ea obvio 
qua (18) au a l  eaao aonerato da raadlmiautoa aomataata# 
da aaaala toma la  forma#
(T « r(%i,x%. .**) 2 m  (19)
r# %g*y 8
Esta a lastia idad  parala l puada tamblan daflo ir*  
sa an tdm lnos da funelonas da oostas asoaladas a la  fun* 
aldn da produaaWn, Fodaaos d a fln ir  una funal^n da aostas 
por ualdad da produeai&n <tel tlpo t
CO # H(p) - ë  p^X^(p) (20)
an a l  qua la s  funaionas X|^(p) son homoganas da grado aa* 
ro y la  funaWn H# por lo tan to , da grade uno, Fodamos 
ahora axprasart
K(p)
CT •   mummmm^mmiMmwm» (21)
rs  V .
y aomo aada faa to r as la  darlvada paralal da la
funalAs (20) raspaato a i l  su praalo y la  darivada dal da* 
nomlnador 4m (21) la  parala l arusada da (20) raspaato a 
los praalos da los &>s faatoras aoasldaradost
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»<P) “p p
(T #  ..........  i iiiiiâiii (22)
"  %%
tomando derivada# logarftn ieasi
IailJSUjeJL
Q p rP .
cr -   --------: --------- ♦ I (23)rs  c)IotsH ( l^oaH
La in ta rp ra taa iia  da la  alastia idad  arusada da 
ALLES as# sin  aabargo# mas sanolllas madiamta la  ampra* 
slim obtaalda par SOLOtf (38) qua as asaualalmaata Igual 
a la  trausform aaiia da UZAWA qua aaabamos da prasamtart
CT m «■Jtjl)... f  /nx\
rs  ^S
doada tauto m t  tt(p) aoasi Xy y sou aousldarados am 
fumeiio dal prmala da la s  faatoras, (24) an tirmluos da 
alastla ldadas as#
(T •  (2 S )
r# *gPg/W)p)
domda la  imtarprataalim dal pardmatra as sa iu d lla , 8up#m» 
gmos qua a l t  faator x^ as a l  aap ita l y x^ a l  trabajo  y
(38) 80L0W# "Eaaaut Emplriaal and Tbaoratlaal Davalopmamts 
lo  Froduatloo thaory*# op, a l t ,  HEBE# pag, 43,
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qua la# salaria#  sa alavaa m  m  1 par aiaa# naaeaoiaodo* 
nos aa la  sdLsma hiparsuparfiala isoauaata» y qua a l  ripa 
da io ta r ls  y los praalos da los rastaa&as faatoras sa maa#* 
tlaaaa aoastaatas# Ea astas  aoodialoaas a l  aosta por uni* 
dad araaarl aa un x^pg/R(p) por aiaato (mayor aoaato mas 
fuarta saa a l  paso dal trabajo  sobra a l  aosta t^^bl)# y 
por (25) la  ra tr lb u e lia  dal facto r cap ita l a raaa ri mas o 
manos qua a l  aosta ua ita rio  sagia qua la  a lastia idad  da 
s%Astltuaiin saa auparlar o la fa r lo r  a la  ualdad raspaa* 
tivamaata# Ea aoasaauanoia» la  a lastia idad  p a r tia l da ALLEU 
bajo los supuastos da ao s^ taaa la  parfaata y maximlaaalfa 
dal baaadlabo por a l amprasarloa (ya qua R(p) as la fuaelda 
da aosta u a ita rio  sriCnlB» aa tra  los posiblas)# aos ladiaa la  
raaatlvldad da la  p artla ip aa iia  da un faator auaado a l  pra* 
alo da los rastaa tas ao varia  (axaapto dal o tro) y tampoao 
sa a lta ra  la  aaMldad obtaalda da produato f la s l .  Es da 
aotar s ia  asAargo qua para qua (25) taqga a l  saatldo qua sa 
la  ha date# as aaaasario qua a l  praalo te  to tes  los faatotas 
sm os uno# qua as a l  qua dasaaaadaaa a l  proaaso# saan f i jo s . 
Esta quia l saa apliaabla a uns amprasa o a un saator pro* 
teativo# para as Isqmnsabla para uaa aaommni a aa su aonjun* 
to# aa la  ausl# aspaaislmaata aa aoadlalonas aaraaaas a l 
plMo anpiao# sard mueho mas ranaaabla supoasr qua saan las 
aaatidadas ap liaates da los faatoras# y ao sus praalos# los
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qua m  m#ati#u#u ooustmtas» ndautras qua data# v a ria rlu  
raflajaodo laa tatiiloaaa da damauda da loa adamoa sotoa 
uoa o farta  llm ltada. Obaarvaaa# ateada# qua la  a lastia idad  
dafinida ua parmtw aoutastar to taluaata a la  pragw ta aid* 
slaa sobra a l saatldo da la  taadaaala da la  partlalpaaida 
aa a l  produato f la a l da ua dataralaado factor protectIvo# 
ya qua a l  supuasto da praalos aoastaatas da los damas ao 
Implda# s la  ambargo, qua las aaatidadas apllcadas da a lio s  
sa altaraa# an auyo caso a l  adlculo da la partlalpaaldn 
raquarlrfa  a l  comoaimianto da la  varlaaldn da la  damanda 
da todos los faatoras productives,
Ls odsma alastia idad  p a r tia l aa ta rlo r, paro su* 
poulando aoastaatas las aaatidadas y no los praalo## sarfa 
ua eoncapto mucbo mss prdxlmo a l  caso ya anallaado da dos 
faatoras da produaalAs# sa t r a t a r l a  slmplamaata da f l j a r  
todos los faatoras manos d6s# y tamblan la  aaatldad da 
protecto obtaalda# da forma qua poteCamos rapraaaatar la  
sltuad& a madlanta uaa laoauaata an a l  aspaalo da doa dl* 
mandonas dal tlpo t
calcuUadoaa sobra (26) la  a lastia idad  paralal dal aoclan* 
ta  Ky/Xg raspaato a su ralaal6a marginal da au b a tltu d éa  o# 
lo qua aa lo dsmo an la  altuaal6n da aqu lllb rlo  aoapatltlvo# 
raspaato t e l  aoala^ta P^/Py# Sla ambargo# aa aata caso#
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auaqua ml d# dos factor### no podamos obtanar la
f&nsula eonocida qua otillsaaios an a l  caso te  funelonas 
bonoganaas da grado imo# ya qua eon mas da dés faatoras# 
mantaaldndosa eonstantas sus cantldates# no podamos ap ltt*  
ear a l taorams da EOLER# da forma qua ra su lta r l dlracta* 
manta la formula (3 ), paro no la  (4)# y eon nuastra nota* 
elént
CT •  . . .fV i t  (27)
ra 8
férmula qua an ebndlclonas da randlmlancos eonstantas te  
ascala putte damos contastaelén a dos praguntas tfpleas# 
a l dapandar tan  solo da la  p ropordfe an qua sa u tllln a n  
los faatoras#
1» s i  los praalos da los rastantas fae#oras aatan 
dados# la&so a fac ta rl una varlacW n da los praalos tala*  
tlvos da los dos faatoras consldaradoa a la  ralaelAm m  
qua sa u tllln a n  an a l proaaso productive ?.
2, s i  la  eantldad apllaada da uno da los faato* 
ras varia  y# por tanto# la  proporaldn an qua aa ap llea  aon 
a l otro# laoma varlardn las ratrlbuelonas da aada uno da 
a lio s  aomparatlvsmanta? #
Es sin  ambar go naoaaarlo baear nuavamanta una 
llmltaeldn# sdlnguaa a lastia idad  da substltualdn ganaraliaada 
podri eontastam os a la  pn^ndtaelava dal caso da solo te s  
faatoraa: laomo v arla rln  laa partlalpaalamos re la tiv e s  te  qg
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da factor?# porquo an msastro caso axlfCao mm# da do#, 
y no solo one da lo# considarados variable# puada a l ta ra r  
mu partielpaclén,
El trabajo eltado da HcFADDEN a porta aspaclal- 
manta una novadad raapacto da lo astudiado hast# aquit 
la  introducclén dal coneapto da alasticldad  da subatltu - 
cldn-aombra, qua as una mazcla da loa dos qua ya hamoa 
analizado. McFAPDEM daflna asta  alasticldad como la  u t l -  
llzada por nosotros an a l caso da solo dos faatoras pro­
ductives, paro suponlando f ljo s  los praalos-sombra Im- 
putados a los restantes faatoras, y a l costa to ta l da 
produeclén (59).
La foroulaclén usada por McFADDEN as:
Ü S S .  2 S t t -   ^ ! l |
, .  _Sc---------- 5 i£ i— 2m__ (28)<r
r« 1
P A  p .* .
(59) El ca lif laa tlv o  da "sombra" haaa rafaranala a aquallos 
praalos qua dabarfan a x ls t l r  para qua la  aslgnaalén da los 
raaursos fuara lo mas aflc lan ta  poslbla (aon arraglo a un 
a r lta r lo  datarmlnado) y son, por tanto , u tlllsad o s an las 
Mdcnuia tfamlea# dm pUid.21eMiia. Vmr mnrn PoUeima
a t Aeemmtlm* Mmmm. A.QAYIM, Rorth-HolUod Pahllahiag 
Co, Ammtordam, 1980, 1*^ #d.
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donda varia» P? 7 P## «laiitraa qua ( ifr^ a ) aon pra­
alo# eontabiaa, o aoabra, Imputado# y, por tanto , aon#- 
tan taa. La Intarprataelén da (28) no aa d l f l e l l  porqua 
coïncida aon la  qua haaos dado antarlozaanta, eon la dnlca 
dlfarancla dal tlpo da pracloa u tlllzadoa.
El Intaréa da McfADPEM an au trabajo as, sln 
ambargo, d la tln to  dal nuastro, porqua su objatlvo as ob­
tanar a l tlpo da funclén da producclén qua ra su lta ria  da 
ap llcar un concapto como (28) da forma qua sa mantuvlaran 
eonstantas para cada par da factoras. Naturalmanta, a l 
rasultado, obtanldo tra s  una damostraclén formai bastan- 
ta  danaa, as una funelén dal tlpo CBS ganarallaado, aun- 
qua aon unas condlclonas muy ra s tr lc tlv a s  qua, hoy pot 
hoy, hacan da (28) algo Inapllcabla atSn a l a studio da 
los fanomanos da substltuclén antra varies factoras an 
a l  mundo ra a l.
Quads, por dltlmo, a l tlpo da a lastia idad  da 
substltuelén ganarallzada formulada por 8AT0 (60), y an- 
aamlnada a dar ua concapto oparatlvo para raspondar a la  
tip lc a  praguata da cémo varia la  partlclpaclén da un fac­
to r  cuando su cantldad aumanta, slando constantes las 
cantldadas apllcadas da los rastan tas factoras, paro no
(60) En un trabajo cltado por SOLOW ( a r t .c i t .  pgg. 44), 
y tasd>lan an las lacturas dal M.I.T. da SAMUBLSOM con las 
que no ha podldo hacarma.
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BVM praelos. La alasticldad  da substltuclén maacionmda 
no tlana u tlllz ac lén , como varamoa, aa a l campo aatrlcft< 
tamanta tacnolégleo sobra a l grado da substltu lb llldad  
aatra los factoras considarados.
Saa la  a lastic ldad  da la demanda dal factor 
Zg raapacto a su pracloi
E .  (29)
FF
*s r
Llamaado 0^ a la partlclpaclén dal factor an a l  pro-
dueto f in a l, as fa c ll var como asta  aumanta o dlsmlnuya
cuando aumanta o dlsmlnuya ras pact Ivamanta Xg sagdn qua
la  axpraslén (1-0 .) saa mayor o manor qua la  uni-
s'Ps
dad. Por tan to , una daflnlclén oparatlva da la a la s t  le t- 
dad da substltuclén sarfa#
T .  -  \ , p . ( l - 0 . )  ( » )
So as d l f lc l l ,  ni tampoco axcaslvamanta optl* 
mlsta, obtanar conclus Iona s dal a n llls ls  afactuado so­
bra la a lastic ldad  da substltualén an a l  caso da mas da 
dos factoras.
3 .4 .ConelmiloMa aobr. Im d . mubm
1. paraca qua a l astudlo formallzado da las
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po tlb la t definicioo## a s t i  aarrado* Sa dlepooa da eon- 
eaptoa eon praalo# eom tantaa, con cantidada# eonatan- 
taa , an ftmelén da loa aoataa, da la  produacién,ata.
2. la  mayor parta dal trabajo paraca habaraa 
ancauzado hacla la formulaclén da funelonaa da produc- 
clén da tuvlaran algona da aataa alaatlcidadaa eonstantas 
para cada par da factoras o grupos da los mismos. Los 
rasultados ban sldo todos a lio s  da una gram complajidad 
formal y las funelonas rasu ltan tas , dal tlpo CES ganara- 
llzado, son da comp la j  a astlmacldn.
3. los trabajos ampfrlcos sa tin  por hacar an 
asta  campo. A las d lflcu ltadas formalas anallzadas, sa 
suman las darlvadas da una mas d l f lc l l  astlmacldn asta - 
d is tlca  y las provanlantas dal aseaso In ta r is  p ric tlco  
qua prasantan dla las funelonas da producclin agraga- 
das da t r i s  o mis factoras cuando raalmanta aa dascono- 
can atin muchos aspactos ralavantas da las qua tlanan so­
lo dos.
Sn cualquiar caso, paraca qua la  a lastic ldad  
da substltuc lin  an a l caso ganarallzado, no solo as un 
parimatro da sagundo ordan slno qua, adamis, as d l f lc l l  
damostrar qua saa ra lavante dadas las tramandas simp 11- 
flcaclonas qua as naeasarlo In c lu lr an sus daflnlelonas.
CAPXTOU) XV
Mff m a a M  pb m fw m « . a
u m x m
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Este espftttlo e s t i  dedlosdo a l a a l l l s i s  ém 
los problamas iaharaatas a la  aoatrastaaléa ompfrlea 
te  los motelos basâtes ao m a fumaiéa te  produaoléa 
y te  los parimatros te  la  «isaa# y a ampoosr los prin* 
olpalas rasttlta tes p rte tlaos te  diabos trabajos. Em 
primer lbg*^t oauparamos da los problamas aomara* 
tos te  agragaaiéa a I te a tlf la a a lé a  te  la  (i«#oidm da 
preduaaiém para tespmas estimer los mitodos te  a s ti*  
maaléa amplaados y los posiblas arrosas te  los mis* 
s»s# auyo aomoalmlamto parm ltlrl Imtarpratar mas ao* 
rraatamamta los rasultados ampirlaos, objato te  la  
parta fin a l da asta  aapftulo#
4  1 '  IfCTfchMMt iê  ■ i w m l i i  t
El problama te  la  agragaalém sur je  a dos mi* 
volas d ls tlo to s , umo taérlao  y p ria tleo  a l  o tro . El 
prlmaro sa eonarata ao a l  haaKo da que sdLamtras que a l
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« o ll ls is  miaroaaonémiao te  le  fuaeiétt te  prodtteelte ee 
eoeuentre prletleemente eerredo y tue implieeegooe# t#é- 
rleae ee eoneeen eon beetente preeieléii (61), # nival 
M aroaaooteleo, eomo beaoa tan lte  oeeelén te  var, lo t eo- 
noelalantos eon nuQr Inferlo ree, y no e e tl  nmd# elaro 
oémo ea ralaclonaa a l aomportfradanco te  loe anpraaarlo# 
Inilvldualae dantro te  una funalén te  produealén global.
El problama priaclao ta  basa an a l  aéao u t l l l -  
sar los datos te  que sa dlspona, aspaalalaanta los da 
taealén mlrca que, por su propla naturalasa, son adaroa- 
oonénleos, aspaalalaanta toda vas que los parimatros y 
datot que coQstltuyan vsrdadaras eonstantas a n ival da 
acqprasa o te  Industrie, as d l f l a l l  a d n ltlr  qua juagan 
asta  papal a nival global. Adamis, los datos obtanldos 
da d ls tlo ta s  amprasat a s tio  logrados an eondldonss te  
produaclin, praalos, taanologfa, a ta . totalnanta d ls- 
tln ta s  para unas y o tras unldates primaries, por lo qua 
a l  paso da aada varlabla Individual an a l aolaatlvo, no 
as un l i a l l  problems te  agragaalin.
El proaadlmiaoto trsd la lo n a l, y nuy amtandldo 
Incluse an ouastros dfas, da plantaar a l problama te  la  
agragaalin ha sldo a l  da a laborer una taorfa formalman-
(61) V.r m sC R t U l .U M i u ta a iM  T OTnilhlMI tê  11 
oroduaalin. ad. Eagltarlo, laraalona, 1963, I t  ad.
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ta  aorraata a nival nlaroaaoaifldLeo y, por aadio da la 
obtanalin da ndnaraa fndlaaa aofialantananta a lg n lfi-  
aatlvoa, paaar da loa datoa Individnalaa a loa agraga- 
doa. Sln anbargo, aono aaiVali iCUIS (62) haaa ya ma# 
da voleta ailoa, a l aamlno vardadaraoanta ralavanta no 
aa data, aioo a l  da buaear agragadoa qua aaan aonala- 
taotaa ooq laa taorfaa a loa dos olvalaa (63).
Un prlmar a r lta r lo  an a l tarrano da laa fttn- 
elonaa da prodoaalin aa a l  da qua ai ia taa  axlatan an 
a l canpo mleroaaon&Blco, daban a z la tlr  tanblan ra laa lo - 
naa da tlpo agragado qua supongan funelonaa oparatlva# 
antra loa faatoraa aplleadoa y a l  proteato fin a l obta­
nldo. El aagundo a r lta r lo  aonalata an qua la funalin 
da produaalitt agragada auaqpla loa mlamo# raqulaltoa 
qua laa mlaroaaon&d.aaa para la  maxlmlraalin da loa bft 
nafla loa, aa daalr, al a nival mlaroaoon&mlao loa bagg 
fla loa  aa nanlnlaan Igualando la  ra laa lin  marginal da
(62) KLEIN# "Maaroaaonomlaa and tba thaory of Rational 
Behaviour", Eagmamatr la a . 1946, paga. 93 y aa.»
(63) Un ajamplo da aata matodologfa lo aonatotlyn la  
funalitt da aonaumo da DUESEEBEREY an "Inaona, Conauaq>tlon 
and th a lr  Implication#", an iBgftgj, W lf l  
Follflv (anaayos an honor da HARSSIi).
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subatltM lin  a l  eoeiasta iavartldo  da loa praalo a da 
loa faatoraa, a alval aaaroaaoaialao laa produativida- 
daa marginalaa obtanldaa da la  fuaaiia  da produaelia 
agragada daban Ignalaraa tanblin  a loa praaloa ra la -  
tlvoa da loa faatoraa.
I I  prlmaro da loa a r ita r lo a  no paraaa anaon- 
t r a r  damaaladaa dlflaultadaa y, aonaratamanta an a l  aaao 
da la  funalin (X%B-DOOGLAS, KHIN ha damoatrado qua, 
aapaeiflaando laa Inellaaalooaa da laa funelonaa da pro- 
duaalin miaroaaoninlaaa qua ang#an an la agragaalin, 
puada axpllearaa aatlafaatorlamanta a l  eonportamianto 
da la  funalin agragada.
Fara a l  niano tlpo da funalin, a l  aagundo a r l-  
ta rlo  puada aumpllraa bajo doa aondleloaaa d la tln ta a .
La ala  aanallla  aa aqualla an qua laa alaatlaldadaa da 
loa faatoraa raapaato a l produato fin a l aon aonatantaa, 
an auyo aaao podamoa aonaldarar qua la  produaalin, faa­
toraa , praaloa y aalarloa da la  funalin agragada no 
aon alno laa taadlaa pondaradaa da loa datoa nlaroaaoni- 
nlaoa (donda laa pondaraalonaa aon proporalonalaa a l  
paao da la  prodnaa^in^da aada ampraaa Individual raapaa­
to dal to ta l ) ,  y an/aaao in  la  aondlalin da #a%lad.naalin 
dal banaflalo aa Id in tlaa  an laa naaro y odarofunalonaa.
In  a l  aaao da qua laa alaatlaldadaa da la  f t#
13*.
a lin  CMi-iKXXRA* a tm  variablaa, e l  paweao de eg re^*  
e iin  ea maa aw ^lejo  pueato qua aa caqularao uadiaa gao* 
a itr ia a a  pondaradaa para a l  proteaco y loa faatoraa, 
aiando adan ia laa pondaraalonaa proporalonalaa a la  alaa- 
tlaldad qua an aada anpraaa ptnaanta a l  produato to ta l  
raapaato a aada faator aonaldarado, la to  i l t in o  noa pUyg 
tea un problana anpfrloo laqportanta ya qua loa datoa 
u tlllsadoa an las astlsmalonaa p rie tlaaa  y loa publias, 
dos por loa aantroa aatadfatlaos aualan sar nadlaa a r lt*  
n lt la a s , auando no alaq*laa sunsa. In aata aaao, aa obrlo 
qua aatamos aonatlando un erro r a l u t l l la a r  nadlaa a r l t -  
n itloaa  an vas da gaonitr la a a . La ra la a lin  an tra  msbaa 
nadlaa vlaua dada por la  aapraaWn#
1 2MO » MA ( I  .  —^  ) ( I )
2 MA
donda a^ aa la  varianaa da loa datoa aobcn loa qua aa 
aalaulan laa naldaa, da forna qua la  aatlnaaW a por nadlo 
da valorna arinatelaoa da un saago igual a la  sdtad da 
la  varlanaa auando loa parinatrea no son aonatantaa.
iAtAf (64) ha aatudlado ranbtan a l  prtelana 
da la  agragaalin an laa funaionaa da produaal in  y, apsrta 
da lo ya aaflalada, no ha anaontrada niaguna d lflau ltad
(64) MAtAf t "Sur la  p a a a lb llit i  da aoM truatian da aartaina 
nsaronodblaa", IggHM lStttU  194*, pngs. 232 y aa.
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ioTwml e#p#oi#l ao la  aooatm aalia da meroBodaloa da 
funeiooaa da produeaiio# aapaalalnanta porqua la  mayor 
parta da laa vaaaa ia toa  aooatituyao maarofuooiooaa qua 
son aditivamaota aaparablaa an forma logarftmlea (oomo 
an lo 0 eaao# C0BB-F0O6LAS y CBS), an euyo eaao laa poo* 
daraclonaa puaden haearaa eonatantas y a l problama te l  
tlpo te  madia# u tillsado  aa almpllfiea mueho.
Eo eooaacuaoela, y a nival a a tlt ie o , no paraca 
qua axiatan d ifleultadaa aspaeiala# te  agragaaiio an laa 
funelonaa da produeelin da doa variable#, mlxlma al aa- 
taa ain da la  forma usual# adltlvamanta aaparablaa.
Sln ambargo, auando aamblamoa a l  marao da ra* 
faranela y utlllxamoa an a l  modalo maaroaaonimleo aarlaa 
h latdrieaa o Intantamoa te a e r lb lr  altuaelonaa eamblantaa 
eon a l clampo, aurja un nuava problama# agragar laa fun* 
clanaa da produaclin maeroaaoirfmlcaa te  forma qua a l 
ritmo da eamblo taenoliglco no sax vaa afaatado par la  
agragaelin. En funelonaa da produaalin como la  COES-DCg 
C n U S ,  a l CMblo taeaoliglao MLana matarlallmate# an aldg 
ta  madlda, por a l valor da la  aonatanta a ( t)  an#
Y(t) -  »<t) K(t)^ (2)
qua ha da aar da ta l  forma qua la  agragaalin da laa (2) 
para todaa laa ampcaaaa da la  muaatra u tlllxada , d i 
aomo raaultado uaa funalin global acdiaranta aon a l  cam*
-140-
bio tom oligloo e%)liolt#do por U s (2 ).
OCMAR (65), par# a l  aaao aonarato (2) u t i l i s a  
uooa aoaflalaataa axpoaaaaiaUa a loa qua alava aaboa 
■daajbroa da (2) para aada ampraaa, y qua toman a l  valor 
Y^/Y, aa d a lr, la  proporalin qua da U  produaalin to ta l  
da la  muaatra u tlllsad a  rapraaanta U  ampraaa an aonara­
to (o , dantro te  U  naelin , a l aaotor). Como ba aaliala- 
do HASSELL (66), a l problama da la  agragaalin a afaa- 
toa da aamblo taanoliglao dapanda da la  forma da aU - 
a lfla a a lin  qua utlllaamoa para loa faatoraa, y a l  aa- 
tudlo dal aaao an qua aa apllaan doa aUaaa da cap ita l 
auMtlvamanta aomo aa (2) o multlpllaatlvmmanta aomo ant
ï ( t )  -  Ke)Ki(t) Kg(t)" <3)
aa In taraaanta. HASSELL ha damoatrado qua a l  aamblo 
taanoliglao aobra la forma (2) y aobra la  (S) aa Id in tlaa  
a l aa v a rlf la a t
^ «mhJLL  ^ « «mmJÜI m 0 (4)
K E
aa d aa lr, ala a l  rltmo da araaUdanta da loa tea  tlpoa
(65) DCMARi "On tha Maaauramant of Eatenologlaal Chan- 
ga", E^nmnla Jommml. 1961, paga. 709 y aa.
(66) MASSILLt "Aggragatlva and M ultlpllaatlva Froduatlon 
Funatlona", moonomla 1964, paga. 224 y aa.
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te  cap ita l #a #1 adamo y, por tan to , Ignal a l r ltn o  te  
crocladonto te l  cap ital to ta l ,  porqno an aata aaao K /^K »
« K^^/K, o blan enando laa doa alaaaa te  cap ita l 
tangan la  adama prodnctlvldad marginal.
Raalmanta, a l  problama da agragaalin, aa plantaa 
con la matodologfa qua sa plantaa as an iltlm o artramo 
un problama da ndmsros fndleas mas o manos compllcado, 
y por tan to , un problama aconoaitrleo. Kl aneontrar nd- 
maros fndleas aproplados puate sar uoa taraa d l f l e l l ,  
paro ao nlngdn caso un sario  obsticulo para a l te sa rro llo  
te  la  tao rfa  te  las funelonas agragadas te  produeelin. 
Inclttso an a l  eampo te  la  taorfa aconisdca pura, a l  tra -  
tasdanto t e l  problama te  la  agragadin  sa aneuantra 
bastaota adalantado y, daste luago, no aa a l  que plantaa 
mas d lflcu ltadas para la astlm aelin te  los parteatros 
slgn lfleatlvos an la  taorfa te  la  produaclin (67).
Vaymoos ahora con a l  problama da la  Id a n tlf l-  
eaclio  y los mitodos da astlm aelin u tlllaados (68).
Dadas laa dlfaranelas da afleaela que tlanan las 
d ls tlo ta s  amprasas, aa nacaaarlo Introduelr an la  funalin
(67) Var, por ajamplo, (RXITRARKM# "Tba Farato D istribution 
and tba Cobb-Douglas Froduatlon Function la  A ctivity Analy- 
a ls" , l i ia w ^  1965, paga. 27 y ss .
(68) Var un tratundanto maa ampllo an WALTM5 a r t . c i t .
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da produaalin agragada una partu rbad in  a laa to rla  eumado 
quaramoa podar apllear aata alama fun d in  a laa unldadaa 
aeonideaa lodlvldualaa* Da aata forma, la  fu n d in  da 
COBB-DOUGLAS, por ajamplo, aparaaa multlplloada por una 
varlabla u^ ei^a aaparansa para a l to ta l da la  muaatra 
eonaldarada au^ vonamos qua as la uddad, Nommalmanta, pa­
ra loa m praaarloa manos oapaoaa o habllldoaoa, a l  va­
lo r  da u^ s a r i  In farlo r a la  unldad, auoqua poaltlvo, 
y a l ravia para loa major preparadoa. Elamantoa ta las  
como calldadaa aapadalaa da trabajo o da blanaa da 
aqulpo, no afactao a asta  varlabla a laa to rla  ya qua sa 
ancuantran dabldamanta raflajadoa an a l  valor da laa 
varlabla# aorraapondlantaa por madlo da la  a laaa lin  da 
una unldad da madlda da laa mlamaa aonvanlanta.
Utlllaando la traa  mlniaaulaa para loa valoraa 
logarftmlooa da laa varlabla# Inalddaa  an la  fu n d in  da 
produeelin, a l  modalo tfp lao  aompatltlvo aobra ia ta  aarfai
y *130 -o(k .  u^ & a^ (g .)
y -  « "  *1 * *1 (5b)
y - k " «2 » «2 (3«>
donda la  aaparansa da laa muavrna variable# alaatorla#  
(u^,U|,U2> aa ri nula.
Sn la  aauad in  (5b> no a d a ta  problama alguno
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te  iteo tlficM liQ  porqua daguma aoubiuadin I laa a l te  
laa doa raataotaa aauaaloaaa puada dar lugar a (5b) a 
mauoa qua log K •  k aaa uulo, a Igualuaata auaada aon 
(5a)# El problaaa aa (5a) qua af puate obtanaraa ma- 
diaiita uaa aomblaadin limaal avidaota te  laa doa raa- 
taotaa aauaaloaaa t e l  alatama, ya qua por aato mlamo 
la  varlabla a laa to rla  apliaabla a aata aombluadia llu aa l 
lo oarfa te  laa t r ia  t e l  modalo y no a d a ta  dnguna ra- 
sin  a p rio ri para aonflar an qua las tra s  variables alag 
to rla s  da (5a)-(5a) a s tin  Inaorralaalonadas. El probla­
ma da la  Idan tlfleaa lin  dal modalo axpuaato radlaa puas 
an la  In ad stan a la  te  varlablaa ainSganas o prêtetarm l- 
nadas, por lo que no puate ap llaarsa a l  a r lta r lo  uaumal 
te  Id an tlflaae lin  para aauaaloaaa Indlvldualaa an un modalo 
m ultlaauadonal, rasin  por la  eual, un modalo d ln ld a o  
que, Itttrodualando lags, h la lara  aparaaar varlablaa pra- 
te ta rd n ad aa , sarfa mas fa a l l  da Id an tlflaa r siampra 
qua dlabos legs astuelaran dabldammta alagldoe.
Raapaato da loe posiblas mitodos te  aatlm adin  
axlatan fundamentalmanta auetro aunque aquf no vemoa a 
tetanem oa an eu a n illa le  formai •
l# a l  mitodo te  loa adCnlmoa auadrates dlraatoa 
para una sala aauaalin dal modalo, que aa a l  maa d l l l i a -  
do. For ajamplo, a l  aa mitodo aagddo para todaa laa aa- 
tlmaalonaa te  la  a lastia idad  te  eW»atltualin an la  fue-
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e iin  CES, y e# tmdHLen e l  gemeralmente d l l ls a d o  para 
eatlmar loa parAaotroa do la  CMI-DOOQLAS. Eo aato Ul­
timo aaao, la  ia tro d tm lio  dal aapaaato adlalooal da 
qua a d a ta a  raadW aatoa aooataataa da aaaala, puada 
lu trodualr arroraa aa la  aatlaw#aiia,
2. otro aitodo auta aoaiplajo aa a l  da la  ma- 
t r i s  da laa aovarlaaaaa qua aa oaaaaarlo u t l l l s a r  an 
a l aaao an qua aa a%qpoaa qua laa parturbaaioaaa alaa- 
to riaa  a a tin  aorralaaionadaa, porqua aa dlaho aaao laa 
aatlmaaioaaa minlmo auadritlaaa no aolo aarfan aaagadaa 
alao qua, adamia, ao a fla lan taa , El mitodo aaguido aqg 
a la ta  an aalau lart
X *(%) X' •  v(u) (6)
donda 4 aa la  n a tria  da loa aoallalaataa a aatlauur, 
g  a l  vaator aolunna da laa varlablaa aaigaaaa y g  a l  
da la# parturbaaloaaa a laa to rlaa , alaado la# raapaatl- 
vaa matrlaaa da laa aovarlmamaa da aatoa il t in o a  v<x) 
y v (u ). Loa auperaasuladoa Indiana aatiamaloaaa, axaapto 
a l  da la  n a tr ia  da laa aovarlanaaa qua India# loa valo­
raa auaatralaa da laa nlanaa« Loa probUnaa fundanaa ta - 
laa ddlnltodo (aa a fla lan ta  y aoaalatM ta) radlaan an qua 
ban da aapaolflaaraa a p rio ri la  aatruatura da la# aova- 
rlM saa, para lo aual aa noaaaarl# alguna Infom aalia  
adlaloaal d l f l a l l  da aonoagulr.
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5. a l  nitodo da la# varlablaa laatrumaotalaa 
(69) axlga la  a laaalin  da doa varlablaa Indapandlantaa 
te  la  parturbaalin a laa to rla  lo anal, an a l  aaao da 
u t l l l s a r  aarlaa h la tir la aa  aa d l f la l l  da aonsagnlr, 
paro non datos te  aaoalin «data praotlaamanta Impoalbla#
4. a l  mitodo te  la  miarlma varoaladlltud (70) 
aa a vaaaa u tlllsado  an a l  aaao da laa fitnalonaa CWB- 
DOOQLAS y  d i nnaa aatlmaalonaa a flo lm ta a , eonalatantaa 
y aantradaa para nuaatraa aufldantamanta grantea* Sln 
ambargo, la  oomplajldad te  la  fnnelin te  minima varoal- 
m llltnd an algnnos aaao# haaa qua a l  prooadlmlanto no 
aaa may u tlllsad o .
Sn eonaaouanola, aunqua loa mitodos aatadfa- 
tloos aon numéro aos an la  eatlm aclin te  alatamaa o da 
aauaolonaa Intepaodlantas, a l  proaadlmlaaton usual da 
trabajo aa a l  mitodo te  loa mfnlaoa ouadratea an la  fox 
ma logarftmlea que, w  a l eaao te  que aa eunplan laa
(69) Para una axplleaalin  da d l ^  mitodo puate varaa 
KUXMt Msmml 4# kpmms&Am# #6. A guiur, Madrid, 195S, 
paga. 240 y aa.
(70) Para a l  n i l l a l a  te  la  astlm aelin maxlmovaroalmll 
M  funelonaa (Xas-DOOGLAS var KMENfA: *^ Soma Propart laa of 
A ltam atlva Batlmataa of tba Cobb-Douglaa Produatlon Puqg^ 
tlona", Eaannp a trlea . 1964, paga, 135 y aa.
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earaetarfacleas axlgidat (var eapftulo I I ) ,  y para aeua- 
elonaa iodivldualas, d i azealantas raaultado# daada a l 
punto da v la ta  aatadfatlao. ^
Por iltim o, una manoiin a un problama aeonimleo 
ralaeionado eon la  aatadfatleat Ison majora# loa modalo# 
uni o multlaeuaeionalas para la  astlmaelin da loa pari- 
matroa da la  fu n d in  agragada da produeelin?. En prin­
cip le la contaataelin  dapanda da la  flnalldad qua quaramoa 
conaagulr. SI parsagulmoa la astlm aelin da la  produeelin 
to ta l futura para clartos valoraa da loa factoras, as 
Indudabla la auparlorldad da una acuaelin Individual, pa­
ro s i  dasaamos pradaclr afactos Indlractos, aa nacasarla 
la  axlatanela da parlmatroa aatrueturalaa y, por lo tanto, 
da un modalo aconomitrleo multlacuaclonal, Indapandlanta- 
manta da qua poatarlormanta aolo utlllcamoa algunaa da laa 
aeuaelonaa y no au eon junto. Sln ambargo, loa aupuaatoa 
aeonimleoa puadan serv ir para, por madlo da aeuaelonaa 
in leas , aatlmar dlvaraoa parimatros qua, madlanta uaa eo- 
rrae ta  In tarp ra tae lin  (como an a l  eaao da la  a lastic ldad  
da aubatltue lin ), puadan haeamoa eonoear dlehoa afaetoa 
Indlraetoa. For a lio , la  eaal to talldad  da la  taorfa  da 
la  produeelin y da la funelin agragada da produeelin, aa 
ha daaarrollado an a l  emmpo da los mode los aeonomitrleoa 
unlacuaclonalaa.
-147-
4.2. itittii y, ÉjgftMi gMMmAA# M li 
«lia dm tei T?iTfaCTnt,Ai,lâ immlAa 4# gre4wrtifa*
Fimdkwmtslnwte «I trabajo  ta ir le o  raapaato 
a loa aaagoa y arroraa aomatidoa an la  aatlmaaiio da loa 
parinatroa da la fuaeliii da produadin han tornado doa 
v iaat
l# para laa fuaalonaa dal tlpo OOEB-DOIIBLAS, 
loa arroraa aoaatldoa an la  aatlmaaiio te  laa a la a tla l-  
tedaa da loa faatoraa y, por lo taa to , te  laa produatl- 
vldadaa marglaalaa te  loa d a a o a .
2# para laa funalonaa dal tlpo CBS, loa aaa­
goa aoaatldoa aa laa aatlmaaioaaa t e l  valor da la  a laa- 
tla ldad  da aubatltuaiio .
Raapaato a la  aatlmaal&% te  loa aspoaaataa te  
la  fuaelia  C0SR-D0USL4S poao aa puate aâadlr a lo dlaho 
antarlom aata auaiido aa tr a ta  te  ua modalo ualaauaaloaal. 
Cuaado aa aw ltlaauaaloaal, algulaate a NOM (71), podamoa 
dlatlgqgulr tea  aaao# aagte qua laa paaturbaaiomaa alaa­
to rlaa  mo aa tin  aorralaalomatea aaa laa varlablaa Imte- 
pamdlautaa o a# traamltam a ia ta a .
(71) ROCRi "Slmultauaoua B^satloa Slaa la  tha Coutaxt 
of tha Cobb<4)ouglaa Froduatlom fumatlou", MêBSÊSÊêSXIMÊ» 
1998, paga. 564 y aa.
Sa #1 primer aaso» la# astlmaaioaa# 4# la# 
aauaelm## #imalt#a#a# ##gdm e l  altodo axpaa#to par 
KLEIN» a# aaatrada par la  qaa a# #%i#tea# caago#» y 
la# aatimaaiaa## ^  eada aauaai^a# iodepmWiaatemaat# 
d# la# ra#taata#» ## aoa#i#t#mte.
Sa a l aa#o ém qua la# parturtiaalaa## alaata» 
rla#  #a tra##d€aa a la# varlabla# axs^ p^ma# dal «adala» 
la  raaalualda a# alfo ma# aa#q>liaada» parqua la  a s ti»  
maaWa da aauaaiaaa# ladapaadlaata# a# laeoaal#taata«
Sa aa#o da qu# aa axlata autaaarxalM lAi aatra  la# p% 
turliaalaaa# alaataria# da aada aauaal4a dal madala#
4#ta a# Idaatlflaab la  aomo y# hamo# vi#to y# adamfs» 
axiata uaa taadaaala haala qu# la  #uma da la# aapoaaa*» 
ta# da la  G0E1«4>F08LAS #aa la  uaidad# la  anal puada 
ayudar a la tarpvatar parta da la  palAdaa aaqdCrlaa d#y| 
partada au la  dlaada da la# tra ia ta*  t a  aa#o da qua 
la# aariabla# a# tla  aorralaalaiiada#» puada #ar qua la* 
aluaa a l madala aa w a idaatlflaab la»  y a l  prablama #a 
aa#q>llaa mu#o ml#« A p a r t i r  da abara# pua## aa# alraupg 
ariblramo# a aodala# ualaauaalaaala# da la  fuaaWm #QSB» 
DOWLAS.
Supaagamo# a l  aaao da ma aola faa ta r pradua# 
tlma (qua podrf# #ar la  a#tlmaal#a aa tiraima# par af* 
p lta ) i
Yj -  • <T)
qua ta  ajuata par tnfotsaas euadrados a p lla a ^ f  a la  forma 
lag arlta iea . £a aata eaaomla aauaei^n aatlmada s a r it
Y- a (8)
y la  produatWidad marginal aalaulada aobra (8) aarfa#
a t  -  *•* X*”*- •  * t /  X (9 )
dX
am W fo  ease la  variaosa da (i)»  aatimaaidamda la  prodme- 
timldad marginal dal faa ta r aardt
#2 (10)
X ^
«
an a l  aaao da qua tanto X aomo Y aa aonaidaran aonatantaa.
En aaao A# no aar aaf, la  fdm ula da la  varianaa da la
produetividad marginal aa algo maa aompliaada (72). La
intarprataaidn  da (10) no as d if ia il#  la  diapareidn dal
aatiemwkr da la  prodnetividad marginal varfa proporaio* 
nalmanta non a l  anponanta dal faato r aonaidarado y tarn* 
bian eon la  produetividad madia madia ta& iaa  dal faa to r. 
Bn aaao éê mda da doe variablaa# la  ganaraliaaaidn da (10) 
aa inmadiata y torn# la  «dama forma qua la aoq^liaada. Ba 
elaro  qua auando aa u tilia a n  valora# monatario# am mam da
(72) El itttaraaado an aataa damoatraaianaa puada aonaultar 
CAXYEX y HdXTLEYi "A Yarianoa Formula fo r tha Marginal 
Produativity Batinataa Oaing tha Cobb*Dguglaa Funation"# 
Eoonomatrina. 1958# #aga. 508 y as.
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reales para todes las variables, las variansas de las 
eatlmaoiones de la produetividad marginal aerdn tanto 
mayorea cuanto mayor sea e l grado de deaagregaoidn que 
hagamoa entre loa diatintoa factorea produotivos#
Vayamos ahora con loa aeagoa oometidoa en las 
eatlmaoiones de la elaaticidad de aubatituoidn en fas 
funoionea CBS o aua derivadaa. Analiearemoa por sépara- 
do primero loa aeagoa générales para luego eatudiar 
por aeparado loa oaaoa en que ae utllioen dates prove- 
niantes de series hiatdrioaa o de aoocidn mixta.
£n primer lugar, la conaideraoidn de un fac­
tor homogeneo "capital" puede introducir perturbacionea 
importantes en laa eatimaoionea ouando ae trata da haoer 
comparacionea entre doa aectorea o paiaea. Como aabemoa, 
la eatimacidn usual de la elaaticidad de aubatitucidn 
CBS ae haoe por medio de la regreaidnt
log •  log a 4 log w 4 u (11)
H
Supongamoa ahora que eatamos comparando loa reaultadoa 
obtenidoa con doa aectorea diatintoa (que denotaremoa 
por loa auperfndicea 1 y 2 reapectivamente) y que difereg  
ciamoa entre doa tipoa de produocidn o valor aHadido en 
oada sector: e l aaooiado con e l capital inatalado maa 
recientemente (aubfndice 1), y e l aaooiado con e l stock
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to ta l éê cap ita l (mibiiidica o)# D# igual forma diatiogui* 
tmmoa antra a i  trabajo qua aa apliaa a laa mlquimaa mSa « 
raai#mtaa y a l  apliaado a l  to ta l  da atoak da cap ita l.
Sa puada damoatrar que, an aata  aaao, la  «ardadara a laa* 
ticidad  da auhatltuci^n uo aa la  aatimada por ( I I )  aiaot
log * ^  •  log a 4 (Tlog m -log (12)
** “o
a igualmanta para a l  aactor 2, ta l  oomo haca HARCOlIST (73). 
Dado qua las aatimaciouaa aa bacan madiamta ( I I ) ,  paro la 
vardadara alaatlcidad aa la  axpuaata au (12), a i a l  taroar 
aunaudo dal sagiaado miambro de (12) aa igual para loa doa 
sactoraa couaidaradoa, la  eatimacidu dal tlroduo indapau* 
d iaata (log a) a a ta r l aaagada, paro la  alaatlcidad da 
a%AatitucWu ad. for a l  awmtrario, a i diidio aumaodo aa dia* 
tiu to  aa amboa sactoraa, paro no muaatra aorralacidn cou 
loa aalariaa pagaéoa au aada une da a llo a , ce a x ia t i r i  
nlugâo tipo  da aasgo. 8iu aa^argo, auaudo axiata currala* 
d&u au tta  loa salarie# y  a l  ta rca r aumando d  (12) au
(73) RMtCOyRTt "Blasas lu  Empirical Estima tea of tha Elas­
t i c i ty  of Subatitutioa with CES froductlou fuuctioaa*, g#*
Ttüf Sf iiOTmrtfi S tt il l t t i  page. 227 y aa. aa que aa
ap liaa aa ta  t i coic a a comparaclouaa iutam acioualaa.
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cad# saetor, la  aatlmeal8n da la  alastie ldad  da aubstltu* 
ei^n a a ta r l  aasgada.
Otro tlpo da aasgo provlaoa da la  aoasldara- 
aida da raodimiantoa constantes da ascala an qua se ba­
sa la  astimaeidn (II)#  porqna asto  aupooa isoa eondiaidn 
in la la l  a la  funcida CES qua puada iotrodueir arrovas an 
la estimacidn, da igual forma qua la axiganaia da qua la  
Buma da loa eoafielantas da la  fuoeidn COSB-DOUCIAS saa 
uQo, los introduea an d s ta .
Siguiando a EELDSTEIN (74)# y eonsidarando uaa 
CES ganaralisada homoganaa da grado ^# la acuacidn (11) 
sa eomriarta ant
loa Y (I* )(v*l)JLm m log a 4 cr log a  b log Y (13)
N V
En a l  aaao da qua la  aardadara a laatla ldad  da 
substltuaidtt (aalaulada aobra (13) y no aobra (11))# saa 
igual a la  unidad# no a td a t i r l  aaago m  la  aatimaaidn por 
madio da (II)#  paro s i  a l  uardadaro valor aa d ia tin to  y 
a r is ta  aorralaaidn antra los valoras abadidos y los sala­
rias# a l  sasgo da la  aatimaaidn sa rIt
ÜRÜÙWJm g (14)
V
(74) a r t . a i t .  an iftaBOTtflâs noviaubra 1987#
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dooda B as a l  eoaflelanta da ragrasido aw ra  a l  log#* 
rltmo dal valor afladldo y a l  dal smlario. Oaando la  
a lastie ldad  vardadara as mayor qua la  umidad y los sa* 
la rio s  pagados son mas alavados m  aquallas imdustrlAs 
qua gsnarao un valor aRadido por parsoaa superior ( lo  
eital sue la sueadar)# la  astlmscidn da la a lastie ldad  
da substitucidn obtauida da ( I I )  sus la sar manor qua 
la  vardadara aagda (13), ya qua la  «prasi& a (14) as 
nagativa s i  ax istm  randlmiaiitos oraeiautas da asaala#
En easo da qua la eorralaeidn antra log Y y log « fuara 
nagativa, la  astimseidn a s ta rfa  sasgada a l alaa a manos 
qua am istiaran randimiantos daeraelm tas da asaala .
En eonsaeuanclat, a indapandiantamanta  dal 
tipo da dates qua utiIle«no6, la  alastie ldad  da subs* 
titu e ld n  puada anoontrarsa sasgada por varies motives# 
axoasiva agragaei&& da los laetoxas produativmt, eo*^ 
rmalaeWn antra sa laries y valor aBadido, supuasto da 
randlmiantos constantes da asaala, no axoganaidad dal 
sa la rio , difaraneias da ealidad antra los faetoras u#4* 
llzados y, como todos los mode lo s , por la  simplifieaoi&s 
qua supona la  amolusWn da variablas qua puadan sar 
s ig n ifiea tiv as  an la  datarminaoi&n dal parAmatro a as* 
tim ar.
faro exista una fuanta mis da posibla sasgo# 
a l qua proviens da los laoorraotos fndloas da d a f la a ila  
ampladdos an a l  valor sRadido y sa laries monatarios.
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Bsto pmâm oomprobmr## s i  cmiwlamos #1 e rro r m  qw  
se ifieurre por u t i l i s e r  en le  estim seiln velores mo* 
netsrios en ves de rosies» Supongemos que ( I I )  es le  
ecueeidn en tlrm iw s ree les , « ientres que le  espresed* 
en tlrmlnos monsterlos s e r fs •
log * * ' 4 T log pu (15)
H
suponiendo que utilisemos los ndsmos preeios para de- 
f le e te r  va lore s aRadidos y sa la ries  (p ), poa s imp l i  fi*  
eaelln , la  axpresidn monetaria da ( I I )  sar fa#
log *jdL. m log p •  a 4 (Tlog pu *crlogp (16) 
fil
lo que qulara daair que, astimaado (15) an vas da ( I I )  
aatarlamos praeaindiando dal tirmino *( *l)log p, ya 
que (16) se transforma faallm#mta an#
log •  a 4 (Tlog pu * (<r-l) log p (17)
fil
donda ^  as la  vardadWra alaatiaidad  da sid istltuelJa .
Si los praaioa y loa sa la ria s  a s té s  aorralaaionadoa, su* 
puasto #Nuy m a l, a l  aasgo de la  aatimaaiAs da la  a la s ti*  
aided par madio de (15) sa puada damoatrar madianta son* 
a i l la s  transformaeiomas que sarfa i
(l*Q  X S f î
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qua a l la  varda<Wra alaatiaidad  ae mayor qua la  uaidad 
taudarl a dar aatimaaioaa# infariorae a la  vardadara y 
ai ae in fe rio r  a la uaidad suparloraa, por lo  qua ex is­
ta  o tra fuente de tendenaia haala la  unidad del valor 
eetimado de la  alastieldad  de substituaidn. Tambien 
puada observarsa que en e l  easo mas normal e l  balor 
del seego s e r it
 4 8( l —(T) mmmmXSÜttÊmJSmiÊmmmiml^StiÊkJiÀJLSÊLmtKL
S
2 (18)
log p
donde indiea la  varlanra y 8 la  eovariansa de las va­
riab les indieadas en los subfndiees. Llamando B a l eoe- 
f ie ien ta  de regresidn de la  eeuacidn lineal#
log u « e 4 B log p
es obvio qua (18) tome la  forma mas sim plifieadat
(1-<D(14B) (19)
donde B s e r l  normalmante positive y, por tan to , s i  la  
vardadara elastie idad  de substltuaüdn  es marner que la  
uaidad su estimaeidn e s ta r l  aaagada a l aima tan to  mis 
euanto mayor sea la  eorralaeidn positiva preeios-sala- 
rios# Beta es la raadn por la  eual las estimaeienas àm 
la  e lastie idad  de s u b s t i tu a i t  en tirminos monetarios 
no puaden in terp retarse  eorreetaasmte porqua dan valores 
muy eareanos a la unidad, espeeialnente su e l  période
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en e l  que #e eoesLderen lo t dates ha estado dèmincdo 
por la  Inflacldo .
Realueete e# d l f l e l l  dar unaa oormas gMa* 
ra ies  para ev lta r los sesgos en las estimseioaas de la  
e lastie idad  de mdbstitueide en un modèle tipo  CSS, por* 
que las tuantes de estes son demasiado nunarosas. Sim 
embargo, s f se hsn heeho algimos in ten tes, fo r ejemplo, 
se ban u tilisad o  d is tin ta s  ealidades de trahajo  y de ea* 
p ita l en la  estimaeidn para ev ita r  e l  primer tipo  de 
aasgo que ascudiaoms antes, lo que exige naeesariamen* 
te  e l  use de los eomputadores en la  e s t im a e i t  de los 
resultados estad fstieos.
Otro mitodo ha side la introduceidn de var^g 
hles a r t i f ie ia le s ,  no en e l  sentido eeonomftrieo de 
la  palabra, sine en e l  sentido de fa lsas , para deseon* 
ta r  los errores dabidos a las difaraneias en tre  las 
regiones, paises o seetoraa para los que se rea lisd  la 
e s tim ae it#  i s  tlenina eonsiste , simplifiaadamante, en 
in trodueir en la  eeuaeién a estimer un tirmino que tome 
la  forma donde e toma e l  valor 0 6 1 s e g t  se t  o 
nd uaa ea rae te rfs tiea  eonereta (por ejemplo, e ie r to  
tipo  éë a l ia s  qua se eonaidara influye en le  ealidad 
aonal del trabajo)# Este mdtodo, por ejemplo, se ba 
u tilisad b  alguaas veoes en las estimseionas de la  fun* 
aida de eonsumo, para e lisdnar sesgos provenientes de 
u t i l i s e r  en la  misma séria  h is td riea  datos de pre y
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potgutrra (75).
Para allsolnar la  influanela da posiblas v aria ­
bles s ign ifiea tivas qua hayan side exleuidas da ( I I ) ,  
y eisya ioflueneia se m anifiesta a travds de la  autoeo- 
r r e l a e i t  s e r ia l entre las pertortNieiones a lea to rias  
del modelo, se ban formulado a veees hlpdtesis sobre 
esta  e o r r e la e i t ,  aunqua realmente este  nitodo supona 
o bien tener in fo m e e i t  a p r io ri sobre la  misma, an 
euyo easo quiml fusra mas fa e i l  iotrodueir direetammte 
las variables s ig n ifiea tiv as , S la  posibilidad do eoms- 
te r  errores adlelonales an las estimaeiones debidos a 
la  iaeorrseta  evumtifieaeidn da la  e o r r e la e i t  s e r ia l .
La fusnte mas isqportante de e o r r e la e i t  s e r ia l 
as qu lsl e l  no eonsiderar an las series h is td rieas  las 
d ls tin ta s  ealidades régionales de trabajo , porque esto 
•ëporn o n  (76) qua las perturbaeiones a lea to rias  tie*  
nan uaa relaeidn ta l  qua#
«t • i  »t-i * (zo)
(7 5 ) Ver ZSLLMDti "the Short Run Consumption funetioo”, 
leoaomstriea, 1957.
(7 6 ) ORlLXCnSf "freduetiom fuastioos in  Mamwfaewring: 
Some Freliminary Results*, o p .e it .  RSO, pegs. 275 y as.
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donde los snbfndlees expresse périodes de tiempo. Intro* 
dueieodo (20) en le  (11) feehede, re sn lts rfs  que la  ver* 
dadera estlnaeidn tendrfa que haoerse sobre i
îog(r/U)^ m crlog ug 4g log(t/M)g^i*crg log U(.^^ 4v^  (21)
lo que supone que e l  ooefieiente ^  g del salario  en e l  
periodo an terio r serd igual a l  produeto de la  e la s tie i*  
dad âm substitueidn por la  produetividad del trabajo en 
un rodsi i  aomo e l  ( I I )  parc eon lags.
Uasta aquf hemos estudiado los posibles sesgos 
générales en la  e s t im a e it  de la  elastieidad  de substitu* 
eidn$ independlentensnte del tipo  de datos que u tilixase*  
mos, manque alguno de los elenentos podrfa tener mas 
fuerxa en las series h is td rieas  o non datos de seeeidn 
mixte# iMiora, para terminar e l  an d lis is , vemos a haeer 
uns sueinta ex{H>sieidn de los sesgos espeeffieos del tipo 
de datos que se utilieen# eomensado eon las series hiatd* 
r ie a s .
La d ifieu ltad  prineipal de u t i l i s e r  series bis* 
td rieas  es que en estas se in e l# s n  siempre, a l  mwos, un 
periodo de mpansidn y otro de eontraeeidn# aunque amboa 
seen moderados, y las  earae terfstioas eeom tieas de am* 
bos le s  haeen difioiLsente eompatibles sè se quiere ob* 
temer unes estimselM es eorreetas de los parimetros pro* 
duetivos# fo r una perte la  mano de obra autre transforma* 
eionss inq^ortantes ew re  ambos périodes. In  la  reeesiA»#
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y espeelalMQte ml moirnsso dm Im mlmmm, la# empraaa# 
tlandan a dasbaaar## ^  mano da obra, iotantando xata- 
nar Biêtaprë la  ma# aualiflaada, la  ml# produatlva, lo 
qua haoa qua moimalmaac# a l  valor afiadldo por parsoua 
awmuca ouaudo loa aalarloa aacaa aprosimadna ut# aa* 
tab lllsadoa. Est# baa# qua ouamdo sa uaaa aariaa bis* 
tô rlaas qua Ineluyau a l mauoa algunoa aRos raaaaivoa, 
las astlmselooas da la  a lastie ldad  da substitueldn 
sualm  a s ta r  sasgadas a l a lsa  y  qua, au a l  easo lim ite , 
iueluso puadm llegar a ser uagativas.
Como puada verse eu la  figura 4, los t r i s  
prlmeros pares de datos eorresponden a la reeasllu  y 
los eiueo siguieutes a l periodo expmslvo o "normal*.
La e lastie idad  de aubstltueiln  estimada es elarasmnte 
superior a la  rea l.
Ineluso eonsidarando e l  fæ to r  trabajo oomo 
f i jo  a neorto y madio pianos, oomo sueede en los paises 
non reglm antaeiooas laborales e s tr ie ta s , eomo e l  valor 
aüadido varia  eon e l  e ie lo , la  produetividad del traba­
jo  aumantarfa en la  empanslAs y eaerfa en la  reeesiln# 
lo  eual es un efeeto ecmtrario en sentido a l  an te rio r, 
pero <pae tambien Wnderfs a seagar las estimaeiones en 
funeiln de los a#os que tuvieran mas peso en la  muastrm«
Otra fuente de sesgo b a jis ta  en las estimaeio* 
nas de la  elastie idad  de s u b s t i tu a i t  es la  ex istsM la
.1 6 0 .
de ealarloe monetarios rigldos a la baja a oorto p la . 
so, lo oual haoe que los aalarios realea utilisado# en 
(11) tiendan a oreoer al oomienso de la receaidn y a 
oser ligeramente ouando se inioia la expansidn.
\
0
(T
gUt;viCft.A
Un dltimo factor de aeago a la baja oonsiste en 
la freouente prdotioa de oierre de laa empressa en la re . 
oeaidn.Homalmente oomiensan a oerrar laa empressa mènes 
efioaoes tecnicamente, es decir, aquellaa que aplioan 
prooedinientos nas viejos, y estas empressa vuelven
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en su Myorfa m rembrlrse ml momlmoxo dm Im mxpmnmlln 
cott lo muml ml eomimmso dm mqumllm ml vmlor mflmdldo 
por obrmro tlmndm m ermomr Mmntrms qum ml priaelplo  dm 
Im lltlnm  m dlsminulr.
En eonmmeumnelm, y eon la  tSnlom mmmpelt dm 
ecnaldmrar flJo  ml voluman dm OBiplmo, mlmmmnto qua 
plarda Importmnela m madidm qua la  emria h ia tlr lc a  
abarem un parlodo dm tlasipo suflelantatnentm Imrgo, ma 
avidanta qua 1ms astlmaclonas da la alastieldmd de aubg 
tlcueldn eon dates provenlentea de aerlea h is td rieas , 
eatan normalmante sesgados a la baja o a l a lsa  segdn 
e l  peso re la tiv e  de los faetores enumarados, y de que 
la  muaatra tenipi una eomposieidn mas biens expansive 
o depresiva, aunqua pareee ser que la tendeneia general 
es hacia uaa alastie ldad  mas baja de la  vardadara#
Las dos fusâtes de sesgos priaoipales en las 
estimaeiones de los datos de s e w i t  mixte provienen de 
la  ya meneionada diferenala entre ealidades regional## 
de trabajo y en las difereneia# en los preeios del pro* 
dueto f in a l .
La no eensideraeiln de d is tin ta s  ealid#Wk#s de 
trabajo puede formaliaarse de la sigu iw te  manara (77), 
El verdadero sa la rie  por persona e in e lu ir  en (11) serfs
(#7) f e r  CRXLXCnsSt art#  oit# page# 273 y sa#
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e l  eœ lM te  ew:re e l  to ta l  de pagos sa la ria les  y M, que 
no es e l  volunan de eepleo observado (M*), sioo e l  pro­
dueto de I s te  por un parAaetro *q* que exprese la  e a ll-  
dad del fæ to r ,  Bn eonseeueneia, la  vardadara expresidn 
a estlmar se rfa$
log •  a 4 ^  log u
H
que, en tdrminos de las unidades realmente observadas 
se eonvertirfa en#
log 6 log q •» a 4 o^log u 4 ( l - ^  log q (22)
M
donde V serfs a l  verdadero v a lo ri pagos sa la ria le s  to ta ­
les dWidido entre M (no entre * ') ,  log u » log u 4 log p, 
Esto quiere deeir qua la e lastie idad  de s u b s t i tu a i t  que 
estinanos serf#
* •  (T 4 (i.cr) B (23)
donde B es e l  eoefieieate de r e g r e s i t  de la eeuaeidni 
log u # d 4 B log q
En e l  easo de que q ses una variable a lea to ria ,
es deeir, en e l  easo de que tenga uns d is trib u e iln  espe-
ffo iea an la  nuestra, e l  valor de B se rl neeesariamente
in fe rio r  a la  imidad a l  ser igual a l  ooeiente entre las
varianaas de log q y log v.
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Como puede verse en (23), e l  sesgo de les es* 
timaeionss depende del valor del verdadero p a r te t r o .
Si IsCe as la  unidad, ta l  sesgo no e x is t i r l .  81 as ma­
nor qua la  unidad e l  aesgd se r l aI# alaa pero no exee- 
sivamsnte grande porqua, eono mlxlmo, puede tomar valores 
an torno a 0,4 (eusndo la e laaticidad  as in fe rio r a 1/2 
y B oasi la  imidada). Si ea mayor que la uaidad tendrd 
un sesgo a la baja. En eonsecuencia, las estimaeiones 
hachas an ausenoia de las correceiones an terlo res, 
tendrdn todas a lia s  uo sesgo hacia la  unidad.
Farece ser qua per medio de la  eombinaci|n de 
datos da seccldn mixta y ^  series h istd rieas an las 
estimaeiones, algunos da los sesgos antes citados se 
redueen o desapareeen, de forma qua los rendimientos mar­
ginales y las elastieidades den estimeiones insesgadas, 
a l menoa an las funeiones del tipo  C0BB-DCHI6LAS. Sin em­
bargo e l  mitodo exige la  estimaeidn por e l  nitodo éë la  
metria <ki las  eovarianaas qua ya eritieamos aæeriormen* 
te  y, ademis, los resultados emq^frieos obtenidos median* 
te  l l  no son m esivam ente satisfM torios(7B ).
(78) Ver HOCHi "Bstimation of Froduetion Functions Fara- 
ueters Combining Time-Series and Cross-Seetion Bata", 
^teonomftif^a* . 1962, pegs. 34 y ss.
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4*3* iM  iB tlffiüitM ii A , Ia CittBlfa CMflHMBfiytf 
JLJUUsBSidiBldBâuâfliUOLJiââwSBBtidriUtiWULjhLJI^ ^
La polAsiaa aobra la  fvinailn C0BB*1KN)GL48 ae 
een trl deade e l  eomleamo eo la  dlaeuailD aobra la  ax is- 
tenoia o ad de readimieoto# de eæ a la  ooaataetea. Ya æ  
ha aaallsado ea ocra parte de esta  te t ia  la fom alaoida 
orig inal de D0UG0A8 y BRWPEmRgNggR y e l  artfeo lo  de 
amboa ajuatando a datoa de seeeila  a ix ta  la  funeiln , en 
1939, La poUadLea entre "fundadorea" de la  funeiln y aua 
detraetorea, no æaba aln embargo, eon eatea trabajo#, y 
enm 1941 D0II6LA8 y GUW ajuatan uaa fimeiln del tipo  
Y # a ain reatrieeione# in ie ia lea  (79). Loa datoa 
u tilisadoa en aata trabajo fuaron tambien de æ e e iln  mix­
ta ,  provenientea de 556 induatriaa manufaetureraa de loa 
Satadoa Unidoa para e l  afin 1919, aiendo loa reaultadoa 
obtenidoa de iao,76 y j#o,35, lo eual en opiniAa de loa 
autorea dMoatraba la  exiateneia de eoegmteneia perfeeta 
m  la  manufaetura aamrieana y, por at^mmato, e l  Ix ito  de# 
loa empreaarioa en la  maximimaeiAa de au benefieio, aaf 
eomo la  exiateneia de rendimieæoa eonatante# de e æ a la .
(79) DOUOLAS y gmoii "Froduetion Funetion 1919",
1941, page, 67 y aa.
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Sla «Bbargo, ouando eootrastaroa los resultados obtenidos 
eon la  funeiln y los datos referentes a la partieipaeiA i 
del trabajo en e l  to ta l del valor aüadido f in a l, los 
resultados no fueron ya tan sa tisfae to rio s  puesto que 
e l  76% te ir ie o  qumdS redueldo a tan sole un 60%. La 
expllcaciln  da los autores para esta  divergeneia se basi 
en las fuartes huelgas padeeidas per la  industria  ame- 
ricana aquel aRo. Quizl puada aduclrse tambien a su 
favor que e l  aBo 1919 quizl no fuera exeesivamante bue- 
no para la  eontrastaciln , ya que la  eeonomfa amerieaoa 
apenas haefa dos aSos que habfa salido de la  prisera  
guerre mundial.
Sin embargo, apenas publieados los trabajo# 
las e rf tie a s  no se hieieron esperar. Al estudio in ie ia l  
de DOWLAS en 1937, que habfa u tilisad o  una funeiln del 
tipo  T •  a oon series h is t i r le a s ,  DURAND (80) eon-
t e s t l  oon dos o rftieas fundamentalest
1. a l  u t i l i s a r  series h is t i r ie a s , e l  supuesto 
de una Invariante, is^ lfo ito  en la  funeiln de 
produoeiln estimada, era  ineorreoto, y#
2. la  rig ides de suponer a p rio ri la sus# de 
los eoefieientes igtsël a la  unidad, Umitaba e l  vslo r
(80) DURAND# "Sens thougjbts on Marginal Froduetivity with 
speeial Referenee to  Professor Douglas", Journal of Poli- 
lllMtl 1937, page. 740 y sa#
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de le  estlM ClIii.
Como henot v le to , e l  trebejo de 1941 selvé 
la  aeguode e r f t le a , pero oo la  primera, auaque esto no 
puede eonsideraræ  on defeeto importante, ya que ha sido 
eompartido por la  inmansa eay irfa  de las eontrastaeiones 
tealisadas en feehas muy posteriores.
Mas importantes metodologiesmente fu i la  e r f ­
tle a  de MSNDKIUlHAUBEli (81) ecyos dos puntos fondamentales 
fueron#
l .  la  existeneia de multleolinealldad en la  
funeiln estimada, lo que daha l u ^ r  a que los puntos en 
e l  eepæ io trddimensional Y-N-K no tendieran a s itu e r se 
en piano, sino en una ree ta , eon lo eual e l  a lto  
valor del eoefieiente de eo rre lae iln  y la  pequeBa mag- 
nitud dm las deeviaeionee tfp leas no tendrfan demasiado 
signifieado»
2« e l  a juste por mfnimos euadradoe intmotaha 
minimimar las  difereneias en tre  los valores te ir ie o s  y 
los oheervados del produeto to ta l ,  pero igualmente to - 
portante es mi nimi aar  los errores respeeto de alguno de 
los fae to res. Este lltim o puato es a le r te , pero no exee- 
sivemente relevante, ya que la  direeeiA# de eausalidW
(81) m m m sm m m n  *0n the Slgnlfieanee of Another Fro­
duetion Funetion# a  lomneat", ImÊïïlÊÊSk W m A E  H iY titt 
1941, page. 563 y ss.
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mas eorxeata paræa I r  éa los faatoras a l produeto y no an 
d lraae lln  eon traria .
La poilnlea "e llslea*  podanos eonsiderar qua 
quedi eerrada t r l s  e l trabajo fin a l da DOUGLAS (82) an 
1948 donde, adm is de haeer una rev is iln  de la pollmiea, 
x ea lia l nn nuevo trabajo emplrieo a nival ém empress, 
eontsastando 6 anos eompreodidos en e l  periodo 1889-1919 
en los E stades Unidos, e l  periodo 1934-1935 para la Comon- 
vealth  y e l  1910-1911 rare V ictoria. Los resultados alean- 
zados, aunqua no tan hslagOaRos formalmente eomo los de 
1941 fuaron bastante buenost la  suma de los eatponentes 
de la funeiln se mantuvo firmenente por eneima de la  uni­
dad para A ustralia (0 ,98), por debajo g#ra Eatados (Mi- 
dos, y ligeramrate por eneima para V ictoria (1 ,02), aunqua 
e l  gcëâp de desviaeiln de los valoras observedos del 
log Y rasfoeto de los te ir ie o s  fu i bastante mas eonsidera- 
ble que en o tras ceasionas.
La eorrelaeiln  entre la  elastie idad  del trabajo 
y la  p artle ipae lln  del adsno en la ten ta  næ ional, que en 
1919 habfa mostrado unas d ifereneias entre e l  8 y 9X, no 
lle g i en otro# aftos a ans del SX, y la  re la e iln  entre d i-  
eha e lastie idad  y la suma de las dos estimWas, d i l  resu l- 
tados bastante# sa tisfae to rio s . m  que deeir tieoe que las
(82) DOUGLAii "Are there Lavs of FroAwtionî", HMlTligiB
pegs. 1 y ss .
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divargeneim# antra e l nodelo y lea eatlmeaionae del 
lltim o trabajo fueron aahaaadaa por DOUGLAS a la  eom- 
petenela imperfeota.
La polimiaa, an su eonjunto, pareae lig e - 
ramente favorable a DOUGLAS, aunque hoy dfa, tra s  haber 
estudiado los sesgos prvenientes de la u tl l la a e iln  de 
une funeiln eomo la soya, la  in te rp re tæ iln  de los re ­
sultados paresea nanos optim ista.
Fosteriormante las eontrastaeiones slguieron 
reallsdndose, eon gran iæ ensidad , pero ya sin  la  su- 
^ e i l n  de suponer sendimientos eonstantes de escale .
En este  eampo, la funeiln de C08B-D0U6LA8 se ha m s-  
trado eomo un valioso intrumanto para de terminar la  
existeneia o n i de diehos rendimientos, amiqua no se 
han obtenido tan buanoa resultados respeeto de que las 
e lastie idades fnaran la  partie ipae iln  del fæ to r  en la  
rente to ta l .  For ejemplo HALL (83), u tilisæ d o  datos 
del federal Reserve Board para 1920-1940, a ju s t i  æ a  
funeiitt de CCRIB-DOOGLA8 a la  qua sAadil am tire in o  
h ( t)  eomo elemanto indieador del progreso teenollgieo. 
Los resultados fueron uaa funailn eon fuertes rnndi- 
mioatos ereeientes de eseala , éùüâm la  e lastie idad  es-
(83) WALL# "A CcddMkniglas Froduetion funetion fo r the 
United S tates Maoufaengrieg and Mining*.Eaonosmtriea. 
1948, pegs. 211 y ss.
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timed# del trebejo eseedll eleremeæe # le pertlelpeelAi 
reel del mlemo. For otrm perte, le Ineluelle del elemen- 
to teedenelel h(ft>, m éii bueee# resaltedoa e l en eu 
forme llneel ni en le exponeneiel.
Mo obstante lo an te rio r, la  ine lu siln  de 
trends temporales en la  funeiln COBB-DOUGIAS ha dado 
la  mayor parte de las veees resultados bastante s a t is ­
fae to rio s , eosK> por ejemplo en e l  trabajo de LESER (84) 
u tillaando uaa séria  h is t i r le a  para la  sdLnerfa inglesa 
del earbin# En este  trabajo  e l  trend d i l  buenos resu l­
tados, pero sifuleroo apareeiendo fuartes dieerepanelas 
en la  estim aeiln de la e lastie idad  del trabajo . Sin em­
bargo, e l  estudio b isieo  eon la  funeiln C088-XX)ü%AS, ha 
sido diempre e l  intento de probar la  emisteneia o a l  de 
rendimientos de eseala, y en es te  sentido los re su lta ­
dos han ido desde estimaeiones que, sin  in e lu ir  trends 
temporales, han dado lugar a rendimient os deereeientes 
de eseala para datos aamrieanos de los fa rro ea rrile s  (89) 
haata trabajos que, usando trm d a , han dado para e ie rto s  
seetores rendimlMtos eonstantes y para los otros deere*
(84) LESER# "Froduetion fw e tio n s  and B ritish  Goal Mining", 
Eeonomatriem. 1955, pags. 442 y ss .
(85) BORES# "Frodhiæion Funetions in  the Railmey Industry", 
gggg0gg(yiam. 1952, pegs. 71 y ss .
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e ie iite t(8é ) .  Bn eeajmeo pu### par### qua hau axlatido  
aontrastaaloua# da todo tipo i aon date# h l i t l r ie o s  y da 
aaaalln mixta# aon y sin  t%und##ata# y aon raaultadoa 
baataata aaaptablaa a p a r tir  da 1950.
Las aonelusionas respeeto a las eontrastaaie* 
nes con las funeiones COBB-DWQLAS puadan s e n
I .  utilixando series  h is tir ie a s  los resultados 
han sido mueho majores ineltgpendo trends temporales qua 
Inteaten reeoger los efeetos del progreso tlen ieo .
2. 1a funeiln da ha mostrado eomo I t i l  para 
eontrastar la  existeneia do reddimieatos eonstantesmde 
eseala an especial u tillrando  datos dm seeeiln mixta.
5. los trabajos respeeto dm la p artie ip ae iln  
da los faetores# d irec tamsæe dependientes de la  existen 
e la  da eompetemeia perfeeta# han dado# an general# resul* 
tados poeo sa tisfae to rio s .
4#4.
iM hitttm Stn m  a i »
tostringim donos a l  mmpo e ttlt ie o #  donde no se 
planteam problèmes de progreso tim ieo# praetieamente
(86) RANIS# "a r t. c i t .  an Bgmmtig JfflRnult datos 
del Faklstln .
•olo e id s tm  trmbmjo# r#f#r#nte# # la  aontraacaail# dm 
la  a laatla ldad  da aah a tltu a ila , a l aaaaptuamo# loa ya 
menalonado# aobra aomqmraaloaa# da afiaaala  produatlva 
Intarnaaloaale# da SATO# MIMAS# AGMS y o tros. D lstla- 
fuiramos data and lisis  sagda qua sa baya u tilisad o  da* 
cos da seaa ils  mista o sarlas h is tlriaas#  paralelamsu* 
ta  a aomo astudiæ os an la  saaaidn 4.2 . los sasgos da 
las aatimaaiones an abbos aasos.
4 .4 . 1 . B.tat, a  HiMtiTn .liri
Considerarmmos las aportaaionas da ACKS# 
HXMSUgfftlCHS, MYRIMSS y fSROUSW# qua son a noastro 
paraaar lav mas sign lfiaa tivas (67).
(77) MI MAS IAN I "E lastia ity  of Substitution and Constant 
Output Damamd Wtvaa for Labour"# Jommal of ro litiaA i 
1961# pags. 261 y ss# AtROW# CWRENT# MIHRAS
fUCNSt "Capital-Lsbomr SubstitM ioni A Rota"# iMldni
ratRHQISi "Soma antansians and Tasts for tha C88 Class
of Produation fdnatians"# RgT&R# Ofll WWM&SdLimÉJÊRâ 
t i s t i a s .  1965# pngs. 557 y as. y rSRgUSOM# a r t .  a i t .
• a  JaR C T ii o f  P o U t l i i l  h m s m r#  W 5 #  pags. is s  y ##.
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Los rssultmdos de AGHS dm m ss e lastie idades 
WÊXf eerem ss a la  uaidad#, eo# estiaae im as «Ixinas pa­
ra la  iodustria  de ae ta les  ao ferreos (1,01) y del v l-  
drio  (1 ,00), y «faimas para las iadustrias derivadas de 
produetos lie teo s  (0,72) y tabaeo (0,75). Si# embargo, 
los resultados #o puaiMa ser aeaptados eomo uaa buaaa 
demostraelAs de qua la  aladtieldad da substitue il#  astd  
eareaaa a la  uaidad astrueturalmaota ( te s ls  aay extaa- 
d ida), lo eual darfa un rasultado eorraspondiaote a uaa 
fuoella agregada COM-DOOGLAg, ya que ba sido eomproba- 
da la  existeneia da sasgos an sus astimseioaas (86). Ba 
afaeto , llamando g  a la  e lastie idad  dal pardmatro da 
afie lanaia  (a) de la funeiln 088 respeeto a los sa la rie s  
por trabajador, résu lta  qua la  vardadara e lastie idad  est
A
0"  m mîmmmM (28)
l  - a
y s i ,  eomo aa de esperar, los aalarios y la  a fie ien e ia  
produetiva muaatran e iertoa  grado da eo rre lae iln  p o s it i­
va, ex iste  una tendeneia  baeia la  unidad an la  estim aeiln .
Los trabajos da tUNASlAg oon datos de seeeiln  
mixte da 8stados tbddos para e l  aRo 1957, son los que 
muastrm un rasultado mas disperse de entra todos los
(88) RggLOVBt a r t .  a i t .  ea op. a i t .  8888, pegs. 55 y ss .
*mde puaden verse eomantarios a algunas estimaeiones mis 
de las aquf comantddas eon las que e l  autor ao ba podido 
baserse.
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eoMQtadoa, y mn e##o m y d lstlo to s de le
tsoided, Kay laeluao veloree negetleot (»0,34 pare e l  
petroleo y derlvedo#), y lo t veyoxea velorea llegeo 
e eloenser 3#4d (eeeo del teKeeo)# Eetos reeultedoe 
epareoteneate eorpcendentea» pereeen deberse e doe eeu- 
eeet por inie perte le eleeeido de 1957» que fuf re- 
eeelvo» eon lo que lee eetlneeiooee teodleron e eer 
m^ e e ltee  en le  eeyorfe de los eesoe (eunque eete eeu- 
se no p e m ltlrfe  explleer los velores msy redueldos)» 
y por o tre perte MIKASlAW eligW  une mueetre en que 
le  meyor perte de lee Induatriee eeteben locellsedee 
geogrefleemnte en none# profundemnte efeetedee per 
le  depreeidn em rleeoe de 4ete eRo. Aunque eetoe doe 
motlvoe peeeeen# no Juetlfleen  eonrlneenteeente loe 
reeultedoe# Qulmd le mejor e x p lie e e l^  de loe edenoe 
eonelete en deelr que loe problems de egregeeWn de 
m eetree ee tre tlflced es  reglonelee no ee tin  e4n to te l-  
mente reeueltoe y que» en un e#o reeeeleo» le  d lferen- 
te  eltueeldn de empreeee de un edeno eeetor tlende e 
e l te re r  subeteneielm nte le  Inelineeldn de le regreeldn 
( I I ) .  En e l  epéndlee de eete tee le  tendremos oeeeldn 
de ver e&eo en une eerie h le td riee  de 10 efioe» un solo 
eomportemiento Irreguler he eldo eufleiente pere pro- 
dueir e l  dnieo eoeflelente de eorreleeldn no e s te d ls t l-  
eemente elgnifleetlvo  de entre loe 10 eeetoree enelieedoe#
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El tralMjo d# fUCHS ee ua exeelw te ejemplo 
d# lee ee tlm c io fm  m  que ee introdueen verleblee fe l-  
e # e , y  por 4#te eotlvo he eldo im lu lde  en le  eelee- 
eldn preeeatede euaqne sue datee ee refieren  e d ls t la -  
tos pelses (tomendo leverlehle fe lse  e l  velor 0 euendo 
e l p*(e perteneee e l gmpo de *deserrolledos” y e l  I 
euendo nS)^ Los reeultedoe de FUCHS den eleetleldedes 
eereeoes e U  ualded,pero mes e lereem te euperioree que 
lee de ACH8 y» deede luego» eon hestenw nee dispersl&n 
que fe te s , eleensfndose loe veloree euperioree on oeree- 
lee y eenento (1,32 y 1,31 reepeetivenente) y los neno- 
ree en loe produetos derivedos de e re l l le ,  esueer, le - 
A e  y derivedoe (0,44 y 0,90 reepeetivenente). For re- 
eonee mqr s in ile ree  e lee expueetes en e l  trehejo  de 
ACHE, les eetineeionee de fUCSB pereeen, on generel, 
ee te r eohreveloredes on le  neyorCe de los eesos.
El trehejo do M7EEMES éi  unoe reeultedoe quo 
eon elernnem# inferioree e le  ualdod, roeultendo los 
nixinoe e l  0,7# do le  nedore, e l  0,70 do loe eeaebloe, 
y los mimimo» e l  0,1 de proAmtoe netiliooe primer lo e , 
utilinendo detoe de 1957 pere lee industries nenufeeture 
res enerieenee, Quixl lo nee intereeente del trehejo  see 
e l  quo se eetien  le  eleetio ided de dos Comes d ie tin te e . 
Los reeultedoe equf preeentedoe son loe eorreepoodlentee 
e l prooedinientos usuel ( I I ) ,  pero edemis OHYKUItS roe-
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l l s f  %mm • • t im e ifn  tmm&i## por wedio do um rogroelftt 
logmrftmiom ootm  e l velor ededldo por welded de eep lte l 
y e l  stoek de eep lte l mpleedo ee lee eepreee* eonalde- 
redee y e l  tipo  de beneflelo eohre e l  eep lte l de lee 
edemee. Coe» podrf veree, eeto no ee me# que e l reeu lte - 
do de le edeee elehoreelfn te fr le e  ec^nre le fyoeidii C£8 
mormel que he eoudueldo e ( I I ) ,  pero leferido  e l  e ep lte l 
y deudo eono eondlelfu de equ lllh rlo  e o f  et l t lv o  le  
iguelded en tre le  produetlvlded m rg lnel del eep lte l y 
e l  preelo del adneo# Lee eetineeionee ohtenldee en eete 
eegundo eeeo eon generelnente heetente euperioree e lee 
prlmeree, el hlen ee e le rto  que, en Wrednoe generelee 
le  ordene^fn de eeetoree eegdn loe veloree en eede une 
de lee doe eerlee eolnelde eenelhlenente.
For dltlmo, e l trehejo  de FEMUSOW, eon detoe 
provenience de lee Induetrlee de doe dCgltoe norteenerl- 
OMee y u tllleendo un nodelo eon lege te#e>orele#, d l unoe 
reeultedoe mreenoe e le  uedded, eleado lee eetineeionee 
nfnlnee lee wrreepondLentee e le  Industrie qufedee y de 
petrfleo  f  eerhfn (1,50 y 1,25 reepeetlvenente), y lee 
nCnlnee lee de equlpo de treneporte y produetos e llnen- 
te rioe  (0,24 en enèoe eeeoe),
Lee eoneluelonee de eete ripldb e n l l ls ie  en e l  
eenpo de lee ecMreeteeionee eon detoe de eeeelfn n ln te , 
no pueden eer nuy e e tle fee to rlec#  Lee eetineeionee no
176.
•olo son diCerenc## m tm  s f , lo mtsl podrf# dnhnr- 
so •  Is  o o e^slo lfn  de les euestres elegldes, slno que 
edenf# d lf ie re a  en gren nedide en sus eetloeeiones y, 
lo que es mes greve edn, sefirlendcse e l  mlsmo pefs no 
eoinelden epreeieblemente e l  menos en equellos seetores 
eon e lestle idedes mes elevedes y redueldes# Ssto pereee 
lodleer bien que le  e lestle ided  de substlcuelén estlmede 
es un psrimetro eltemente verleb le , en ouyo eeso le  es* 
tlm eeifn ex-ente perderCe eesi todo su In te tfs , d , lo que 
es mes probeble, que n i los mftodos estedCscieos en su 
sMCido mes es^ lio , ni le  forme de tmeer les regresiones, 
son eda objeto de eonsenso gemerel entre los investige- 
dores.
4 .4 .2 .
Keelmeate existen  poeos trebejos de estlmeeidn 
de le  e lestle ided  de suhstitueidn utilinendo detos de 
se rie s  h is td riee s . Les résonné son bestente ev idm tesi 
l . l e s  estimseioaes de seeeidn mixte permiten 
un meyord d e te lle  en e l  sentido de que# normelmente# eo- 
rrespomden e insestigeelonee reelinedes en une determine, 
de muestre de le  industrie  lo que pendee obtener detos 
eon meyor profumdided, mientres que les seriee b letdrieee 
eue le s  eorrespomder e l  eo#junto de greades seetores, euen- 
do nd e l to te l  neeionel.
I -IT?.
2. e l  elleu lo  de le  e lestle ided  en une eerie 
h ls td riee , ee un elleu lo  ex-post, de reeultedoe que ben 
tenido luger en pe^odos en terio ree, que e l bien puedm 
serv ir pere prober e ierto s deseeuerdoe entre los nodelos 
tedrieos y le reelided, es d i f i e i l  que eirven psrs e s . 
tin e r  le  evoUaeidn future C  diebo perdantro dede le  
dude que ex iste  sobre su edtebilided e lergo plsmo.
3« le  u tilieee id n  de series b is td riees o b li .  
ge e plenteerse desde e l  prineipio e l problems del pro- 
greso tdenim  y, pot ten to , normelannte les estlaneiones 
de este  tlpo suelen In e lu ir b ipdtesls sobre le  forme de 
produeirse les ianovneionee, su efeetos sobre le  propor. 
eide en que ee eplieen los feetoree, sobre eus preeios 
re le tlv o s , e te . por les que edn no eetemos interesedos.
Solo tree  de loe trebejos por nosotros eomo- 
eidos referidos e le funeidn CES, pueden ine lu iree  eun- 
que eon e ie rtee  doctes, en es te  epCgrefet loe de notOCOg, 
m m ,%  y sm m  (**).
(89) MMOSOW# *flm  Seriee Froduetion funetlens end Eesh 
nologieel Gbenge in  Amerieen M nufeeturing Industry*,
J m ra s l  ft£ l a m i tm l  I im b w » pegs. is5  y### swtw#
*Cepitel, Labour end Imeome Menufeeturing*, en r c  m#kmuimnp 
^ 0  Sberms 1808, 1944# y 88»miKl «Commet on S c
Ion*, del trebejo  an terio r, pegs. 140 y se.
•ITS.
81 erefeolo de SOLOU es un trebsjo  tfp lm  eon 
Is fiaoeldtt GiB en que se IneltQre un tdmlno de progreso 
eeenleo del tlpo  ehorrsdor de trsb s jo , s in  h lpdtesis 
sdieionsles sobre le neutrelided de les innoveeiooes, y 
que d i emo resnltedos imos vmlores de le  e lestle ided  
d if fe i le s  de in te rp re te r, eunque todos e llo s  no 
muy le jos de le  unided. 8in enbsrgo, e l  prlneipel obje- 
tivo  del trebejo es ses bien determiner e l  ritmo del 
progreso tdenieo, m eterielisedo en bienes de e e p ite l, 
que estimer direetemente le  e lestle ided  de substitueidn» 
El trebejo de EENDEIK es mfs tfp ieo  e nusstros 
efeetos, pues eon dates del periodo 19S3.195T, reeesivc 
en los Bstedos tbiidos, estime reelmente elestleidedes 
de e rm  mes bien que por e l mltodo ( I I ) ,  ye que eompe. 
re  simplemente le proporeido en tre los feetores produe* 
tivos son le  releeidn en tre sbs preeios, eunque sin  beeer 
supuestos e rp io ri sobre le  eonsteneie o nd C l  eprdme. 
tro  estimsdo. Los rnsultedos sdn, sin  embargo, no muy 
diferente* de los ye eomentedos en le seeeidn an terio r 
porqus los nCimos vnlores se obtienen pere musbles y 
v id rio  (1,86 y 0,69 respeetivnmente) y los menoses (uno 
de los eue les es negetlvo), eesi no llegen e le unided 
(0,09 pere vestidos)#
El trebejo de FE80U6W utilim e detos de pos. 
guerre e ineluys un tdrmino de progreso tdeuieo eunque
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•Itt hesMir h lpdce l#  # p rio ri sobre su fo rm . Ee geotrel 
le  e lestle ided  de substitueiée resu ite  meyor que le  un i. 
ded, eunque no nuy por eneim , mientres que elgunos velo . 
res (0,24 en elim oteeidn y équipé de transporte , por 
ejemplo), son tnsyb in ferio res e este  note. Sin entergo, 
e peser de sus eperm tem nte buenos rnsultedos, los va* 
lores u tilieedos por HEOUSCHI son eorrientes eon lo euel 
sus estim seiom s estfn  sesgedes eomo ye edueimos en otre 
perte de dste eepftulo.
gaaai t t i f a i ig i  é e i  I t i  f u m l a m  d# m -
Aimque le myor perte del trebejo empfrieo eon 
les funeioms de proCeeidn he estedo eneemioedo e le  es- 
tim e id n  de le  elestleided  de sübstitueidn en e l  eeso CES, 
y e los velores de les e lestle idedes de los feetores re s . 
peeto del produeto en le  COSb-DOOSLAS, ex isten  elgunos 
otros trebejos en e l  eempo de estes  funeioms e los que vn< 
m s e beeer um breve elusifn#
Son rem s los msos en qm se be estimedo le 
fumWn de produm iC en su to te lid ed , es d ee lr, todos 
los pertsetros en le  forme ex p lfe ite , pmr le  fa i te  de ecg| 
fien te  en le  mism en e l  sentido de s i pusde eo n s titu lr  un 
buen im rum m o de predieeifn o n f. Sin embargo, be bebido 
elgunos trebejos que ben intentedo vm en qui m dide le
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le  f tM lC  de pxodueelitt tfp lee  poCie eep lleer le  co** 
te lided  del produeto obteeldo# Ue trC e jo  tfp ieo  y eom* 
pleto en eete direeeidn lo eonetitiye e l  de ElSdEli (90) 
en e l  que les verlebles u tilised ee  eon los eetlvos f ljo s  
brutoe, e l  mtnero de trebejedoree, e l  gredo de u ti lis e *  
e i ln , le  eepeeided de les e#prese,ete. y, sim lteneem n* 
te ,  detos de seeeidn sd^ mte y une serie b is td riee  que 
eberee e l  periodo 1959*1962.
Los rnsultedos obtenidos por 1181188, u tilisen *  
do une regzesidn loipirftniee eon eetivos f i jo s ,  trebeje* 
dosres y gredo de u tilise e id n , eon detos de seeeidn n ix te , 
did sorprundentewsnte unos rnsultedos «my senejentes e 
los de le  funeidn CW8*DOOGLA8 ye que le e lestie ided  d  
eep ite l respeeto del produeto f in s l fu i del orden de 
un te re io . Neturelnsnte, le  introdueeidb en e l  nodelo en* 
te r io r  (en e l euel e l  gredo de u t i l i s d d n  ere une ve* 
rieb le  poeo relevente) de le  serie  h is td riee , dètd de 
bestente inporteneie e le  verieble «utilieeeidn*, s i  
bien le  vnrieeidn del produeto explleeds por les vsrie* 
bles explfeitedes solo llegd e l  95%, lo que solo puede 
e trtb u lrse  e le  d s t e n e i e  de progreso tdenieo en le  ee* 
dide m  que dste  se n s te r ie lisd  no solo en e l  eunento dC
(90) 8I8M8# «Cepitel.lebouri 8one Dirent Is tin e te s* , 
o b .e it .  8888, pegs. 431 y ss .
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•took de e e p lte l, elao te C le o  ee le  eltereeldn  de le  
tdeeiee produetive.
For o tre perte , le pruebe de un eodelo eoe leg# 
demoetrd que, eomo eo ere de meoe eeperer, que e l  pro­
dueto estebe fuerteeente eeoeiedo eoe e l  etoek de eep lte l 
C  le  eoeuaided eo periodoe de tleegpo prdmlmo# e l  de le 
eetlmmeidm.
Otro tlpo de trebejo ee e l  de 880W8 (91), mm* 
elooedo euemdo eetudiemoe lee fumeiooe# de produeeido eo 
e l  eepftulo XX, reepeeto de le  exploteeide re le tlv e  de* 
elymo de loe feetoree#
Utllleendo detoe de le  industrie emerieene pe­
re e l  periodo 1948*1980, 8ft(Mf he eetimedo le  funeidn de 
produeeidn eoeq>lete pere loe eeetoree de le  mequinerie no 
e ld e tr ie e , induetrlee metdlieee bdeieee, y te lee trie id ed , 
gee y egue, eon reeultedoe may be joe de le  e lestie id ed , y 
tembien de los ritmos de exploteeidn re le tiv e  de los fee­
to res ,
Otro tipo  de trebejo  es e l  formuledo por AM8 y 
que ye fu i em uesto en le  seeei&s eorrespondiente e les 
propiededes formeles de le  fm eidn C38, por lo que e l  re* 
sultedon de su trebejo ee#frieo se sele un poeo de nusstro 
eepftulo#
(91) MOWN# e t  o i t ,  HitldHi Qg A m w Ém  i t t t  i t i t t i t U i i  
1986,
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QumCii êin  por m m loaer los M mrosos t r s -  
hsjes sobre e l  progreso tCWLoo quo deseeboem ione- 
d ie tsm ete  ee le  fm elA i de prodeeelde demro de le  pro- 
b leeJtlee de los mode los de ereelsdoeto eooedmieo, do 
los que no nos oeupremos equ£« 8lo eebergo, e l  eepftulo 
V esterd  dedieedo e l en d lls ls  tedrieos do todos los es* 
peetos releeionedos eoe les Inmoeeeiones, e l  progreso 
tdm ieo y le  velides dél uso do le  fueelde de produeeidn 
egregede.
o tfx m o  V 
MB W m  HMBMM «  BI»M>
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3*1# JÛLJAlKÊtiÊÊtâBLiÊLjJL 
ÊÊ3SMMÊÉÊkMmÉSiSiiBÊÊLJÊLJ0LÊJÊSJLJÜJ^ ^
Auaqus CW e un puoto de visce eetrletem eate 
operetlvo le fum lde de produeeidn egregede puede pered- 
t i r ,  e treu le  de le# tdeniee# eetedfetiees edeeuedee, le 
pruebe de e ie rtee  proposieionee eeondnieee, e l  sentido 
ree l de le  funeidn de produeeidn globel no be sido eeep* 
tedo unenineuente por los eeonomistes, y les e rf tie e s  que 
se ben beCo e le  sdeem desde e l punto de v is te  ee trie te*  
mente c d r ie o ,  son nuy inportemtes# El objeto de es te  
epigrefe es# preetsemeote# emslieer les prineipeles de 
estes  eeree te rfs tiees  e in ten te r eueluer e l sentido de 
le  fumdLdn de produeeidn, t e l  eomo se be t r e te C  en los 
eepftulo# en teriom s, e le lus de dWws erftiens#
le  e rf tie e  fumdementel be venido ligede e dos 
espeetes eomeretosi le  d ifieu lted  de medir teerieemsnte 
e l  eep ite l por une perte , y le  posibilided ree l de espeeifi 
eer releeiomes teemoldgiees pures egregsdes s in  in e lu ir  
d iree te  o indireetemsnte los preeios# Mbos pantos vienen 
profuBsmsnte trmtedos en dos ertfeu los de J .  EMINEOg (92), 
eunque elgunos de sus espeetos bebien sido tretedos non 
•nM rlirU M l «a l .  dm oMTAtml (93). ‘ e r  dlt&mo.
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e l  siqm eto de tdenlee eeeetem e, be side e rltleedo  por 
KICK# (94) y , eneedoeieeeente fM^edo velides ted rlee  e 
le  fum ldn de produeeidn globel por $%0W que, e l  edeno 
tiempo be sido uno de los eeononistes que mes be beeho 
eveneer e l  empo de le  ineestigeeidn en este  tip o  de 
eiones#
Veymos prim ro eon los problèmes de medieidn 
del eep ite l. 4 eorto pleso no pereee que e l  problem see 
assy d i f i e i l ,  porqne reelmente se puede suponer que e l  
stoek de eep ite l estd dedo (eomo se beee, por ejemplo, 
en los modèles estd tieos de re is  keynesiene), y por ten* 
to  le funeidn de produeeidn tendrCe eomo doles verieb le  
indepemdiente e l  uolunm de empleo. Eeto, sin  embergo, 
no es dmesiedo se tisfee to rio  porque impide que podemos
(92) KMlNSMi *Ybe Froduetion fimetion end the theory
81 y s s , y «the Frodustion funetion«, IgggglIâJUlIlKlil 
1985, pegs, 87 y ss , respeetivemente,
(93) MblggC#, ed. Fonde de Culture Keomdniee, Mdxieo, 
1958, I* ed.
(94) KlCKSi CsLltel v CmmeimimmsA. op. g i t ,  espeeiel- 
nm te e l  eepftulo HXF (pegs. 328 y s s ,) .
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d ifesm eie r e le rm m ic  ent%# los sm m sos # eorto  pteeo 
ém le  produeeidtt debidos e eeuses puresmte fo rtu ite s  
y equellos debidos e le  eeunuleeida do e e p ite l, in  pele* 
bres de le  propie 808IW0W# «no podemo# d is tie g td r  en tre 
un eeC io  en e l  s to C  de eep ite l (que se n e te r ie lia e  en 
le  eeumuleeidn e lergo pleeo), de un embio de elime 
(un eeto divino)* (95).
A l e r ^  plesof sin  enbergo, e l  problème se 
eoBpliee muebo mds, Supongemos que, por e l  proeedimiento 
que ses, dispmemos de une amdide, de une enumereeidn 
del stoek de eep itel de un pefs, pero iqus quiere deeir 
este  ndmerp?. Deeir que «K* he pesedo de 12 e 18 supone, 
efeetivesente , que e l  eep ite l see estd m ilieendo en m* 
yor eentlded que entes, pero este  eesAlo puremsnte euenti* 
te tiv o , en tdm inos eo e tC le s , tree  eonsigo neeeseriemen- 
te  une reorgenisetidn de los proeesos produetivos, e lte re*  
eiones en le  diamslAs medie de les enpreses, probeblemsm* 
te  seelererd le  obeoleseeneie  de los v iejos WLenss de 
eqWLpo, e te . En eonseeuene ie , es ney d i f i e i l  penser que 
eumdo K vnrfe, podemos seguir utilinendo le  nisne funeidn 
de produeeidn, e nenos que estenos querlendo s ig n ifiee r  
eosss d is tin te s  eon e l le  en eede sanento.
(95) EMimm# e r t ,  e i te ,  en
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No vmos # m ere r eqof m  e l  p r d e n e  eooereto 
de le  veloreeldo del équipé e e p ite l, pero lo e le rto  ee 
que ee eeume e l  e r ite r io  que ee eeume, loe bim ee C  ee­
p ite l iueluido# be jo uue lelem deuomiueeidu, d ifle reu  eu 
espeetoe pereielee pero isqartem ee que beee poeo eigui- 
f iee tiv e  e le  eeigueeida de un nduero eoneretot eorree- 
pondee e teenologfee d ie tin tee , unoe de e llo e  ee ben di* 
eeftedo, eonetruido e ineteledo be jo  loe benefieioeoe 
efeetos de los edelentos tdenieos que suposierm sue en- 
teeesorue, edn en funeioneeim to, y por tento su eoste 
ree l be sido in fe rio r del que bebrfe eorruspondido e su 
fsbrieeeida ( s i  bbbiere sido posible) en m  periodo en* 
te r io r  de tie sq a , les ededes y uides t deni ees son die* 
t in te s ,  e te . Adenis, le  veloreeidn por e l  eoste ree l eoin* 
dCneide solsuemte en equ ilib rlo  y, ustodologieeuente, 
e l  eq u llib rio  es une situeC dn en le  que, une ue# lie*  
IKkdos, les fuemes del sisteue t i e uden e deeuluemos e 
e l le  euendo nos e le je tas  por ren te  de perturbseicNMis eW* 
genes, id m tre s  que le  s i c e e i t e  de *bquilibrio« que 
présente une funeidn de produeeidn egrugsde es uns que 
se estd  eleenemdo permenent enente , eon un stodb de ee­
p ite l  eree ien te , pero que nunee e lesnesnos debido e l  dins- 
ttimoe de le  Monoedte y , por ten to , e l  eq u ilib rio , que re ­
quiers beber l lc p d o  e d l y nsntenerse durm te e lg te  tiem­
po, no se dd mes que en une eeonomfe estee ionerie , por lo
la  igualdad en tre embee velereeiraee no ex iste  en re e l i-  
dad.
Adenlsf en enalqnier eeso, signs exietiendo no 
desfese te o ^ r e l  entre le  dedieeeidn de ua eep ite l erne* 
te r io  e le  edquisieidn de bienes de eep ite l y e l  sownto 
en que estes eoxienssn e predneir rendiadeotos pare e l  
enpreserio, lepso en e l  eoel los preeios pneden beber 
eeebiedo, heeiendo qns eC es veloreeionss no pueden ser 
igueles#
For o tre  perte , iqm  quiere deeir quo le  funeidn 
de produeeidn tmloym  solo equelles releeiones dptines 
teeaologieenente quo, eon le  sdkdms eentlded de feetores 
pem iten eleeneer une deteruinede eentlded de produeto 
( is o c tn te s  eouo Knees fron tere)? . Comstitsy# un v ie  jo  
ejesq»lo dentro del folklore eeondedeo e l  deeir que «terni* 
eeeente" e l  ne jer nete l pere le  ecmstrueeidn de neleoCe* 
toe es e l  oro (poF ee ree te rfs tiee s  de neleebilidedn, 
resie tene ie  e l  desgeste, eonduetivided,ete.) ,  y que le  
herm xietttex nés efieex pere p a r tir  m seejo , es e l  xerti*  
l i e  neuxdtieo. iFor qud no se eonstiugen los oleoduetos 
de oro ttl se perten eneees eon ue x e r ti l lo  neundtieof # in* 
dudebleennte porque sue preeios son probibitivos# Existen 
otros proeediadentos (per ejenylo, e l  eeero y e l  quieio de 
une puerte) ^#e slendo «teenieexente* xenos efieeeee (eon* 
dueen peor e l  gds y e l  petrdleo erudo y perten menos nueees 
por unided de tieetpo, respeetivem enc), sdn, s in  embergo.
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lo t «mlnedot y o tto  por motlvo# que, no tolo no podrlen 
te r  e leelfleedo t eomo tdenieo#, tino ineluto etde#d.eot 
(en e l  tem ido que tiene le  peleC e *tdeniee« dentro de 
le  funeidn de produeeidn), porque reeleeote euendo pen- 
eemoe en eondieionee tdeniee# no e t  potible detprenderse 
de lo t preeiot re le tiv o t de lo t feetoree proC etivoe, 
de iguel forme que euendo pentemoe en eombineeionee indi* 
feren te t de blenet de eontumo, e t  muy d i f i e i l  detpren- 
derte de le  idee de que dot eoa&ineeionet lo ton euendo 
produeen iddntiee tecitfeeeidn  tin  penter en le t  po tib i- 
lidedet de revente.
For ten to , le  eleeeidn de une tdeniee, e t  une 
euettidn  eeoofoiee, y nuevet tdeniee# que ehorren t r e ­
bejo utilieendo met inteneem nte équipé eep ite l y que 
teen teeni eewente net efieeeee, e t  potible que no te  
epliquen t i  e l le  tupoue in e u rr ir  en unot n e tte t nediot de 
p ro C e ^ te  emeetivnmente elevtdo» eomperedot eon lo t de 
le  tdeniee en te rio r. Si le  introdueeidn de une nuevn tde­
niee no eompenee por medio de tu t  eu e tireC e t u&el etq>re- 
te rio  en le  medide neeeterie pere eulKtir le  euote de 
r ie tfo  de le  nuev t invertidn y le  eeartimeeidn del nuevo 
equipo eep ite l tel# e l  eoett de dejer de u te r o de infreu- 
t i l in e r  e l  etd:#q#@o# le  nueve tden im , eunque o i t  e fieee , 
no terd  introdueide. Ineluto ee ieqaeible eoneiderer eomo 
deto t del mereedo lo t preeiot de lo# feetoree, porque f le e  
d . «M niM tA i d . #1
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de preeios v e r ie r l eoe le  tdeniee de produeeidn y por 
este  hebler de lo t eostes saneterioe de le# onevet tde­
niee# supone «averse en e l  eenpo C  le# entieipseiones, 
de lo deeeonoeido. Suponiendo que existen diverses t te -  
n iees, eeye e# edifieided see diatln te#  r e ld o n e #  pro* 
dueeidn re ê l/  eep ite l re e l, medidoa mhoB en unidedes 
de se le rlo , es obvio que une e lte re e ite  de los preeios 
de estes d lt is a s  introduelrfe perturbeeiones en le  tde­
niee res e fie ie n te , que e l  peso del tipo de in terds es 
d istinco  segte los gredos de in tensifieeeido del eepi­
te l  y que pere d is tin to s tipo# de interds verfs le  iguel
ded de equ ilib rio  entre dste y e l  tipo de benelieio ree l
(tento ineluyendo le euote de riesgo eosa s ia  in e lu ir  le ) .  
For ten to , es reelmente e rb itre r io  ogmrer eon releeione# 
de tipo  estrie tenen te  tdenieo olvidendo los problèmes de 
o fe rts  de los feetores produetivos, e l  r i t s a  de eeumule- 
eidn del eep ite l y le  treyeeto rie  dindniee del sisteme 
enelisedo.
Este d ltia a  nos lleve e uno de los puatos s ie ­
ve de le e r f t ie e  de EdW O n e le  uti$l«eeidn de le  fun*
e i te  de produeeite imregede. En une eecnemfs en ereei* 
edeato, eosa le  de los peises e ep ite lis te s  eetueles, ereer 
instrunentos de end lisis  e s td tin ss , besedos en e l  supuesto 
de tdeniee eonstente y preeios dedo#, puede se rv ir de nuy
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ioeo pare l l # # r  # eonoeer le  verdedere aeturelese de 
los proeeeoe eeoe&deoe eo lee eoeiededee moderaee. So 
eeooomfee eo eteelodeeto, lo eeeneiel mom loe prClemee 
«eleeioeedoe eon e l  eembio teenoldjgieo y lee llmiteelooee 
de le  o ferte  diepoolble de loe feetoree produetivoe, par­
que eete  dltime detemdoe, ee free  medide, e tre#&ee de 
lo# preeioe, lo que #e eomeidere reeleeete eomo tdeniee 
dp time, 8u$aner eon loe neoeldeieoe que le  o ferte  de fee­
toree proCetivoe ee in f in itemente e ld e tiee , ee elgo 
Ife ito  euendo ee intente eetudier e l  eomportemiento de 
le eeonomCe en un momento dedo, pero totelmente pem ieio- 
eo euendo eetemoe iatendenC eonoeer le  eende por le  eu# 
le eeonomfe vd e moeeree en e l  fu ture, Como hemoe tenido 
oeeeidn de ver en e l  eepftulo I I ,  le  simple inelueidn de 
lee eleetieidedee d# o ferte  de loe feetoree, t r i e  eoneigo 
perturbeeionen eoneidereblee en le  tw r fe  de le  d is trib u - 
eidn de le  ren te , inelueo eunque lee eleetieidedee fuernn 
nuy elevedee, eie#pne que fuemm bignifieetivemente d ie- 
tiedee m tre  e f. Hi que deeir tiene que euendo uno de loe 
reeureoe ee eeeeeo m  e l  emmtido e e tr ie te  de le  peletee, 
le  tdeniee «dptime« poeo tiene que deeir e i no ee tiene 
on euente e l eieteme do preeiee enietentee y eue v e rie - 
eionee que, preeieememte, mediren diebe eeeeeem re le tiv n , 
Kn eoneeeueneie ,  en eede eitueeidn eonerete 
(unoe preeiee de loe feetoree y de loe bienee deteminedoe
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y ttoee lirnitmeiom# eep##f(i### de le  o ferte  de reewreoe 
produetivoe, e x le t l r i  m e froatere  tem oldgiee de poelbi- 
llC d ee  de Im oveelte qm e u f r i t l  deeplemadeetoe y 
e lte ree lm ee  eede vem qm elgm o de loe elem etoe qm le  
determiem verfei m e move fm ete  de reeureoe, me* oor- 
me# legelee qm regolee le  ee trm tu re  del m reedo, m  elee 
de preeioe, m e e l te rm ite  ee tr ie te em te  td ee iee ,e te ,
feeo* C ore eoe le  eeree terieee ite  teeeoldgige, 
IQm quiere deeir qm «le tdeniee de prodmeidn no he ve* 
riedo«î. Lee verieeiom e en le  eentided de prodmto qm 
ee obtiem  en m  eie tem  pmden provenir de#
1, eeeMoe en le  doteeidn de feetoree qm be­
ee posible eeeeder e voldmeme euperioree de p roC eeite ,y i
2. eesMoe m  le  efieee ie  eon qm dieboe feeto- 
fee ee eplieen en e l  proeeeo prodm tive.
En e l  fsrimr eeso se tre te  eisqplenente de eembioe 
en loe vnloree de les verieblee « t e w e  de le  fm e ite  de 
produeeidn, pero en e l  ee tm te  de e lte ree iom e de
les prodmtividedee m rginelee del trebejo y del e e p ite l, 
y por ten to , de w riee im ee  de le  eereete r fe tie e  C m ionel 
de le  fm e ite  de produeeidn egregede. Eeviem C le  b ie to rie  
tdeniee de loe dltinoe do# deeenioe no ee d i f i e i l  eneomrer 
e l  nenoe m e Ceene de deeeubr i n ient oe inportentee e n#- 
v t l  globel y eientoe de e lloe e l  eeetoriel# le  funeidn de
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proCmidn# isCsdsblewttC, m  b# eldo eeCble#
&Que quiere deeir eetoneee que en 1930 le  
funeidn de produeeidn be eido ,
y m  1933# ^1933**1933)^ Lee difereneie# en­
tre  W y K en loe do# periodo# eonstituyen ein^leoeate 
m n prC lene de nteero# fndiee# (ver eepftulo XV) ni# 
o neao# eonplejo, pero que eorreeponde me# e l  empo de 
le  eeonometrfe que e l de le teo rfe  eeondniee y euye eo- 
lueidn no rev iete eepeeiele# difioultede#, e l meoo# for- 
melrneim, pero le# dd.fereneie# entre y F^ g^g^  son
eeeneielee# 81 de période eu période le  ee ree te rfe tiee  
funelonel F verfe , euendo no# enfrenteea# eon problème# 
dinteieo#, le  fm elde C  produeeidn «pense podrl ser 
eoaeiderede eomo elgo mes que une mere releeldn ested fs- 
tie e  Y-H-K ineelidede pereenentemente eon e l  peso del 
tienqpo# le  funeidn/eonstituird une estruetu re .
A le  v ü te  de Le# e rftiee#  eu teriores no es 
d i f i e i l  imsi^ner por qui vie# ibe e d ieeu rrir  le  e lC o re  
oidtt ted riee  sobre les funeiones de produeeidn e p e r tir  
del f in e l de le  dieede de los ein#meme« For une perte 
se oomened e enelieer e l fee to r  résiduel de le  fueeidn 
eumdo se vid  que dste no ere sufieien te pere m p liee r 
se tis fee to rl snenre le  evelueite  del nivel de produeeidn 
egregedo. Fosteriosmenre» se pesd e l estudio de les 
ionoveelmes teenolteiee# y de le  posible forme de in -
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«siKW liiir M tes dentro de le  fnm ldn de produeCte que, 
por lo ten to , hebrfe de te r  dlnesAeede# Le poldniee d le- 
eurrld  Cndementelnente  por e l  eenpo de d ie tln eu ir entre 
e l  profreeo tém leo  que #e podfe expreeer in C  nndiente- 
nente del stoek de eep lte l y equel que ee m eterlellee- 
be preeieemente en loe blmee de equipo# For d ltin o , en­
te  le  isqaaibilided de d le tingu ir entre «noviedentos so­
bre* y «despleeemientos* C  le  funeidn egregede, se in ­
ten te  su b stitu ir  dste por fmeiones edlldes pere ineor- 
porer e l  progreso tdenieo y , finelnente, se prestd eten- 
e i te  pceferente e les d is tin te s  edsdes del eep ite l pere 
der lux^r e funeioees de produeeite en les que le  perio- 
d if ie e e ite  de los bienes de equipo ere e l  elenento esm - 
eiel#  Este eepftulo estd  dedieedo e l  end lisis  de estes 
Ifnees de evolueidn.
3*2, tt. lifiB eE . i W i l é i i l  i m i t f t i E i i i  t 9rt"
g)ggtg8gdLeML#tdste
La lai>ortaM la d e l fsetM r «eaW eal #e#de e l  
panes de v ia e a  ee^ vieo ae deacaea am eoames teaamoa e e  
aosM a la  erCeiea a l tm^mêto de t i eale a  eoaaeaecei «ma 
aoeladad e e  e n sta d e e e o  a s adm lee e l  nameiseado aopueato 
y ,  par taoCo» a a la ce  oaa C oerte lagnaa s a  la  a a d id l^  de
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le  tes# de ereeieieeto  del produeto por le  simple 
eporteelte  de los feetores de produeeite eouelderedos# 
Desde e l  punto de v is te  empfrieo, loe trebejos que ben 
u tilieedo  funoiones de produeeidn eon objeto C  prede- 
e i r  les  fm ures te  ses de ereeimiento del produeto, se 
ben v is to  siesq>re desbordddes por le  reelided, e l  mis- 
mo ttampo que entre e l  trebejo  y e l  eep ite l solo se 
oonsegufen explieeeiones del 80% de le v e rie e lte  del 
produeto. Cuendo les vnriebles de le  funeidn de proC e- 
eidn se expresen en re le e ite  e l  tiempo, eomo por ejem­
plo en le  funeidn COBB-DOUGIAS#
Y<e> -  «(e) iKt)^ ( l )
1# Mtfltfa ucltlaada d#l «ainMo téa-
ol#o naldual «1m»  dada por la  aapraal&w
-  <1 -  V  « t (2)
dooda «a a l poraaaraja d# laa raneaa da aap ital ao» 
br# a l prodttBCo fla a l, C^natla qua no Mtpraaa awa qua 
la  difaraM la Mitra la  taaa da ereeiniMilo dada por la 
aapraaWn (1) y la  raalnanea obeanida T^.
lo  aa ta rio r, puada daaarrollaraa (M )» ampllai
(96) OiXUCn» y JOROnBONi "Souraaa of Maaaurad Pradua. 
t iy i ty  Chaoiai Capital Xmput",
1969» paga, 199 y aa.
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tMdo los d ls tio to s  oompomnte# qm  oon#tituy#n e l  fee to r 
reslduel eo seotldo eeplloi
f h (» ^ % *  * * *,% t  u (3)
danda a* a l  ooaiaaea an tra la  alaatlaldad dal produc- 
to  raapaato dal aap ital y la auma da 4ata y la  dal traba- 
Jo, los superestxelledos lodleeo les verlebles medides 
eorreetM eote y f e l r i te e  C  ereeWLeeto de les esq^reses 
eo e l  seetor o pefs ooosideredo, sleedo E e l  de ereeiedeo- 
to de los feetores d is tlo to s  qee e l  eep lte l y e l  trebejo , 
no loeWWo# por tento eo le  fueeldo ( I ) .  El primer y e l  
seguodo sumeodos de (3) flddeo los errores eometldoe eo le 
medlelte C  eebos feetores y e l  tereero le  loflueoeie del 
eembio de le  p ertle lp ee lte  re le tlv e  de embos feetores* El 
etaerto suneodo Mprese los efeetos de les eeomomfes de es- 
ee le , miemres qias e l  qiaimo reeoge e l  efeeto de les vsrlee 
bles mo leeluldes explleltMeeme em (l> , sleedo por temo 
e l  feetor resldmel em semtldo e s tr le to  e l  sexto sumndo*
El eeso cats temdrfe le  mkmm expresite  (I) pero Cedieado 
simpleemte e l  tdrmloo qm  em mede imtmrgmeexx
e lte re rfe  le  imterprmtseite em te r io r .
Eigmiemdo e DOHAi (97), podemos desteeer le  im-
(97) DOHAE, e r t . e i t .  em IttaBUbUUlttliatiU 2981.
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portenele rea l die feetor residual por medip de un a r-  
t l f ie io  muy s i% le . Supocemos que le funelte de pro­
dueeite tome le  fores#
Y(t) •  A(t) £(K,H) (4)
doode f  es lin ea l y homogeoee y todes les verlebles es- 
ten medides en cdrtalcios reeled. Slendo ^ e l  valor del 
eep lte l re#^#eto del produeto to te l  y p  Im mime peopor- 
o ite  respeeto e l trebejo m  e l  eHo base oonslderedo, ten- 
drlemos#
» 4^ i  o( (S>
de donde puede despejeree e l  factor residual A^, obte- 
nlendone une ex^  re s lte  que, en euel<^#ler eeso, es fa o ll 
de ver eteo e l  valor de A^  es mes Importante que e l  de 
en le  d e te d n a e l te  del r l tm  de ereelmlMto del produe* 
to . Expresendo shore (S) en tlrmlnos e l ls t ie o s t
•mtra m  ^ %,. & V (6)
Y A ^ m ® s
qm# emx series b l#& rlees, pereite  estimer los tërm l- 
Qos de (6 ) , exeepto A /^A qm , de este  forme, se estlme- 
r£a por d ifereneie . dupoegemos shore por s ltt|> llflm e ite  
qm le  funelte (4) es homogenee de gredo m o, de forma 
qm (7) pmde espreserse en tlrmlnos per e l  Ite#
Jlmm
y A k
.1 9 # .
L# l#raalA propWmt# por SOIdOU (9#) para #1 
t^naLiiD m&ld«al# a# axpoM M ialt S (1**)* dapaa- 
diaodo da qua uaaaos la  iémalm  dal lutaW# »lap#a o 
aompuaato#
lo  an tarlo r a# uoa da las audws farmaa an qua 
luada io troduelr.^  a l prograso taaool^glao daotro da la 
fuuci&m da produaai&i dlnaalalndolat laro a l  vmtàmàmvo 
problacsa aouBl^ta aa datarmluar qui difaraoaiae axistan 
aticra (4) auaado t  Coma un valor u oCro dlaclnto# y asCo 
DOS o b il |^  a an tra r an a l  i roblama da los daai^maawlantoa 
da la funalln da produoailit var^ua movWLancoa aobra a l ia .
3*3# &Ê m#w:R#lW#d d# U i
ZWdW la  smguaciémà qua aa tiana da qua la funaWn 
da pro^iaalAi aufxa daaplamamdanCo# parmananca# por a faa . 
too dal prograao Wanlao# uoa buana parta dal a n llia ia  da 
aacoa aiaaCoa aa auaamlal inialalmao&a haaia la  taxono^aa. 
a i ln  da las io oovaataoaa da forma Cal qua parmiclara a la .  
alfiaar a aquallas aomo uaucralaa auaado# a# tirw im »  ga- 
naralaa# no alcarabao la  aatruatura formal da la  produa* 
ai&% y daado lagar por tmxto a una Caodta da loa aaago# da
(96) 60U3W# »fbdmlaal Gbaqga « d  tha Aggragata FroduaciM 
fuoatloo*# MAmi 9& SÊm aâê Ifiiattiâ» w#?# paga. 312 y as#
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las imovaaiofiaa aobra la  fisaailo da produaal^ auando 
ascas dltlmas tomalMUi %ma farms aa aaucral# 
t  La farmaliraaWa dal aoaaapto da aau&ralldad
da las iaaaavaaloaaa ha aatado slampca farm lada bajo do# 
#upua#to8*
l# la  lib ra  aompataaaia.
2.1a m aalfastaalla dal prograao clanlao no sa 
macarialiaaba aa ai«#ua aaso aa los biaoa# da cap ita l 
axiataata# o oaavo# (disaabodiad tachnlcal prograss), 
a los qua# fraeuaatamaata# sa las h# afWido a l  da raa* 
dimiaacos aoastaatas da ascala .
Bxiscao fuodamantalmaata tra s  caaeaptos da nau. 
tra lidad  aa astaa coadiaioaas# los da HARROD# BIDCS# y 
la  qua podrfamos daaomiamr da ^pracios aoastaatas" qua, 
camo vanmos# soa prsmtiaamaata aquiaalantaa.
El a a a a a p to  da aautralidad da HAREOO a# a l  s i .  
guiaata# la# inaoaaciona# s o a  aai^ralas e i los aunaatos 
da proAwaWa aaatiaaaa astab la  la  ralaaida c a p ita l /0% 
ducto final# diHio ua tipeada in ta r ls .  Eata eoaaapto podrfa 
raprasaataaaa formalmaata aad im ta  la  asq r^aai&m#
Y •  Y <K# a(c)a) (7)
doada a ( t)  sarfa  la %midad aa a l  pariodo ia ia ia l  <t«0) y 
moadtona a raa im ta . La fo rm laaiéa  (7) aaiga# obaiamagux## 
madir N aa uaidada# da a fia iaaa ia  lo aual quicM# daair 
qua ua trabajador an a l  tiampo e obtiana da uoa hora da
.200 .
su tratMiJo %ma a f id a n a la  a ( t)  v#aa# mayor qua an a l  
pariodo In ia ia l an a l qua solo obtanCa N, y por tan to , sa 
dlaa qua a l  prograso cdanlao naucral da MAMLŒ) as un aaso 
tfplao da "aumanro da trabajo**, puasto qua aoao a(e) ara* 
aa aon e# (7) quiara daalr qua para obtanar una d a te ra i, 
nada cantidad da produaco, a msdlda qua i^asa a l  clam&o, 
as oaaasarlo aplloar aada vas aanos mSnaros da imldadaa 
f ls ia a s  da trabajo , porqua la  afla ianaia  dal mismo araaa 
aon a l  clampe. O lo qua aa lo «Immo, qua a l aumoo&o da 
la  produaeiln m  aonslgua aaaneialmaoca por a l  aumanto 
da la  a flaaa la  dal trabajo ya qua a l  cap ita l mantiana 
aatabla su ralaeldn aon a l  pro^jato f in a l. El prograso 
eleniao nautral an I s ta  saotido, a un ritmo aonstanta a , 
^odrCa fortnilarsa a s ii
Y -  Y( K, •«*^») (8)
El aonaapto da HICXS as Ügaramanta d istin to#  
Fara a s ta  autor mm innovaailn a# nautral auando# dada 
uoa ra la a iln  aapital/trabajo# su ii^ro^biaailn baaa araaar 
m  la  adioa proparaWn las produatlvidadas marginalas da 
loa dos faatoraa# as d aa ir, mantiana ioaariabla la  rala* 
aiA* marginal da subatituaidn an tra  los mismos# formai. 
tsMta, puada asto rapraaantaraa madiaota t
Y # a ( t )  Y(K*B) (9)
donda a ( t)  tiana a l  sdamo signifiaado qua an (7 ).
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For canto, uoa fuoaWo da produaaWn qua praaanta un 
prograao tlanioo oautral dal tlpo  HICXS a ritmo aona. 
canta a sard dal tipo i
Y •  a ^  Y(H.X) (10)
donda, aomo puada obaarvaraa, para una ralaaidn aapi* 
ta l/tra b a jo  dada, la  ralaaidn marginal da a t^ a tltu a iln  
no da panda dal tdrmino an t .
SagiSn a l  eoneapto da nautralidad da loa pra- 
aioa, una innovaaldn a# nautral ouando, dada una ra la . 
oidn aonatanta aalarios/tipo  da in tarda, au aplieaoidn 
no a lta r#  la ralaeidn an qua aa apliaan los factor#a 
productivo*.
A p a r tir  da las dafiniaionas antariora# mm 
eonaidarara *qua las inoovacionas puadan sar no nautra* 
las da dos tipost aborradoras da trabajo o aborradoras 
da ca p ita l.
Oo as d i f ic i l  raprasantar graficamanta los 
aonaai to s da nautralldad ta l  aomo sa baaa an las figu . 
ras 9, 6 y 7.
Si supmamos aon arraglo al taraar c rite r ia  
axpuisto qua la ralaaidn sa la ria /t iio  da iotards as 
aonstanta, podamos raprasantar la situaaiiSn tamoldgi. 
aa in ia ia l madiama una aurva isoeuanta m dtaria I da 
la figura S. Supongamos abora eras tipoa da inooaaaionas 
an las qua aa mantiana la misma inalinaaiAi da las rM« 
tas isoaostas, y qua sa rapra&am:an por las isoauantas
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A/0
ftmxê }
vmitarlas 11^, Ily  y 11^• Las tre s  supooan avances tec 
ooldgicos en la medida en que cualquier de los nue vos 
punt os de equ ilib ria  eorresponden a nivales de pro- 
duceidn Inferlores a la  unldad eon la tecnologfa I .  
Ahora bien, s i  la inmovacidn es ta l  que la  nueva *dc- 
nlca vlene representada por 11^, la relacidn c a p ita l/ 
trabajo seguird manteniendose constante y la innova- 
eidn serd neutral. Si es del tipo 11^ es fa c il  ver 
cdmo la mencionada relacidn aumenta y, por tanto , 
se tra ta rd  de una innovacidn ahorradora de trabajo , 
mientras que, por motivos opuestos, una tecnologfa 
representada por I ly , serfa ahorradora de cap ita l.
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El e#eo d# o#*tralld#d de MIOCS se repreeeate 
tsedlante 1# Clgura 6 en la que le  curve I tleoe e l  sisno 
signifleedo que so le  eeeerio r. Ahore» le  releeW u ee* 
pitel/fOBedeetetrebeJo, ee <K>osteiite por h lpétesie y, 
por tee to , teudremos que eovemos e lo lergo del redio 
vector OD y supouer que exletem dos oueves ceeoologCest 
Ilg  y 11^, euyo pueto de equ llib rio  eooAi es P.
tJ
y i f o r e  fe
Es elero que eobre 11^# le releeiéo  mergi- 
m l  de substltueiAe eecre eep ite l y trebejo (-dX/dX)
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e# deeir» le  prodyetlvided « erfine l del ce- 
p lte l  ereee eosqmretlvemeet# respeeto de le  del trebe- 
Jo y, pot teeto# le loeoveel^  e e rl ehorredore de tr e -  
bejo» edei^res que ee e l  eeso l ly ,  por le# reeooee opuee- 
te s , eeteremoe ee presenoie de une loooveelée ehorredo­
re de ce i t e l .  Le neutrelided vendrfe depreeeetede por 
%me nueve Isoeuente u n lte rle  te l  eoeo 11^ que, œeeteelea^ 
dose sobre OD (en eu punto de equ llib rio ) tuvlere eu 
dete %me ieelleeelda iguel e le  de le  eurve I ,  porque en 
este  eeso le  releeldo «erglnel de substltuelde hebrCe 
pertneneeldo coestM te.
Por dltlmo, le  figure 7 représente e l  cooeep- 
to de BAllCX) ye les teenologfes I ,  I I  y XII son neu- 
tre le s  e l  mentener iguel releeidn eepitel/produeto, 
mientres que le  II* , edn siendb ten e fie ien te  coeo le I I ,  
serfe no neutre! (eonereteuei^e ehorredore de treb e jo ), 
ye que le re lm ido  eep ite l/treb e jo  m m nterie  en e l  
punto de equ ilib rlo  y, por igueles motivos, le  11^ serfe 
idiorredore de eep ite l,
te s  definielones ém tlICKS y de "preeios eons- 
tentes* no es iHLfieil prober que son igueles (99), en ec# 
dleiones bestente emplies, porque une imoveeidn ehorre- 
dère de trebejo segân los preeios eons ten tes , he de serlo 
neeeseriemente segdn e l  eoneepto de HICXS y vieeverse.
(99) BlAOOt *A Survey of the theory of Proeess-Innovetione*, 
IfigniBJLfiâ» 1963, pegs* 13 y es#
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1
Es sio  embargo Importaate d##t#ear oaa lim ita- 
oWn# ya qua mlantras qua la  dafia&eid* da aautralidad a 
pcaaios aouataataa aa apliaabla a l aarao da la  aa^raaa# 
la  da KICKS lo aa aolo a a lual agragado# i>orqua a nival 
da a i^ n a a  no tiana aantido aaiM aar aonatanta la  pro- 
poreiAa an qua aa apliaan loa faatoraa da produaaiéa» 
Farof adamfa# a s ia ta  otro problmBa# y aa qua loa aaa&ioa 
an loa praalos da loa faatoraa a ltaran  naaaaariaaanta la  
ralaaidn an qua datoa aa apliaan y praaiaamanta la  idaa 
da aautralidad da HICKS in tan ta  aaparar amèoa tipoa da a l  
taraaionaa* for o tra parta» la  dafiniaidn da praaioa aona
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tanças no as aorraata a nival global pcnrqtia vam innova- 
aida ahorradora da trabajo para una aa^raaa aonarata# 
a l gaoaraliaaraa puada alavar a l  tipo da intarda raa- 
pacto da loa «alarioa aadioa y» an aata aaao» induair a 
su vas a la  manor u tillaaa ld n  dal aa i t a l  y a la mayor 
dal trabajo an a l  proaaao produetivoi*
Puada daaoatraraa Caspian sin d ifiau ltad  (100)» 
qua con randiadaatos aonatantaa da asaala (funeidn da 
produaaidn honoganaa da grado uao)» las dafiniaionas da 
nautralldad da HICKS y HAftROD aoinaidan.
Raapaato a la inelualdn formal da loa tipoa 
da prograao tdaniao an las funcionaa da produeaidn» pua- 
dan obtanaraa aoneluaionaa raapaato da las doa funcionaa 
aatudiadaa a lo largo da aata ta a ia .
Para la G0BB-D008LA8» m  ease da qua tangamoa 
prograao tdnieo a aacala aonstanta a» an la  funaidn da 
produccWn aardi
Y -  #** K ( I I )
El aaao da aautralidad da HAKEOD auponai
Y "  K* (••*11)^ •« •/'* *  <ia>
aon ua ritmo da prograao tam oldgiao a /3 » qua an a l  
aaao aonarato da randimiantoa aonatantaa da asaala»
(100) KENKEDY# **fha Character of Improvamanta of Taahniaai  
Prograaa#» ggflBBgUl J m it t i i t  1962» paga. $99 y aa.
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toM rfa la  forma a ( l-^ ) .
Fara la  aautralidad da KICKS#
Y " (••*  K r  *f)K'NP (13)
dooda la taaa da daaarrollo taaooldgiao o ra tra l as 
a(oc j^ )^ y an a l  aaao da raodimiaato# aoaatanta# a .
For tanto» la  fuooidn COBB-cmiCUS ( I I )  
imada fapraaantar simultaoaamanta a l  prograso tdaniao 
nautral da HAB&OD y da KICKS a un ritmo aonstanta a» 
auando#
a. HARROD# an a l  aaso gaoaral a* a^ » y aon rag 
dimiantos oonstantas da asaala e*a(l-<K)«
b. KICKS# an a l  aaso gaoaral a^(X4p)» y an a l  
da randimiantoa aonstanta# a * a.
El aaso da la  funaidn CES» sin  ambary>» no 
luada aontanar las dos nautralidadas an la  misma formu- 
iMidn» La funaidn CES dal tipo  KICKS a un ritmo acmstan- 
ta  a sarfa#
Y •  •••*  («"*• » ( l-d )  M”**) (14)
y  HARROCt
Y •  •  (dK"P » (1-4) (# **)-?) (13)
donda as avidaata qua las imovaaiooas inaorporadas a 
(15) son ahorradora# da cap ita l an a l  sa##tido da KICKS 
s i  a l  produato as nai^tivo y an aaso contrario  abo- 
rradoras da trabajo .
208-
El œodalo (14) eon rendlaiaato# eons tantes de 
# see la puada contraster sa en au forma logarftmlea t
log y "  a^ * a% t  + l^g u (16)
donda la alastleW ad de subatltueidn sarfa bg y a l  ritmo 
da prograso tdenieo a ^ /l-  (T • En a l aaso da randimiantoa 
no eonatantas la axpraaidn se eompliearfa algo i>or la im- 
posibilidad da axprasar (14) an tdrminos par edpita. Da 
Isa axpra.Fionas antarioraa no as d l f ie i l  obtanar los va­
lor# s da la alastieidad de subatitueldn» e y pp $ que da- 
tarminarfan la aautralidad an eada esse eonerato (101).
3 .4 . hmtnutn (éau&m  aa .iw tir tiU M id B ,
dm emBitml. S * .# o a  indaeldtM mn Ua tnnpwaelon.».
Todo lo hasta aquf analiaedo eonduea a uoa tao- 
rfa  da los sasgos lodualdos an a l  prograso tdaniao» an a l  
santido da immntar axpliaar la  avoluaidn acondmiaa an 
funaidn da los sasgos cap ita l o trabajo-aborradoras 
las innevaaionas. Ssto amiga dos fndiaas» uao que i^amita 
madir a l  ritmo dal prograso tdaniao y otro qua mida los
(loi) FE8GU80W# **8rd»stitution» Taahniaal Fro^prass and Re­
turns to Saala**» Saon^ MBla Ravina. Fapars and Fro-
aaadings» 1965» page.296 y ss .
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wago# dal sdLsmo# dapaadiando aadlfiooaapto a la jldo  da 
aautralidad.
8a a l  aaso aparaataaanta mas sm e illo  da qua 
la fuaaida da produaaido a ioali^a  a l  prograao tdaaiao 
as qua aqualla torn# la format
Y # Y(K» H, t )  (17)
dooda Y aa homogaaaa da grado uao. Fodamo» d a fla lr  a l 
ritmo da prograao tdaaiao (102) aomo#
t #  m la  m I ..  ( 1,0)
Y Wg
y, admitlando a l  aonaaj to  da aautralidad da KICKS (sasgo 
aomo aambio an la proporaidn da las produatividadas mar­
g ina las), a l  indiaador dal *a&go sarfa*
• -------- -------------- --  î t t .  î l t  (W )
A p a r tir  da (17) oo as difiWLl aalau lar los ritmos 
da araaiaianto  da las produatividadas marginalas da los 
faatoras y, an aqu ilib rio  nau tra l, adbas daban sar igua- 
las an tra  s f  a igualas a#
ZhLJ. îIiLJ. - JL J l .  s
f„  F j tr k
(20)
(102) DXAHOtD>t "tM hnlM l Cbrat* «ad th .  KMauTMwac of 
Capital and OiM;r.C”, knatan oâ
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Es obvio que euando (19) m» positivât la# 
inoovaeioQas son ahorradora» de trabajo an a l  naatldo 
da KXCK8, y ahorradora» da cap ita l s i D a» nagativo# 
siacido aautrala» an caao da qua aaa aulo.
Llamando a la  i^artlclpacldti dal cap ita l an 
a l produeto f in a l, sa puada daaostrar (103) quai
( t  •  j
donda ma avidanta qua a l  cracimianto da la  partlolpacldn 
dal cap ita l an a l  produato f in a l dapanda dal sasgo dal 
prograso tdaniao (8) y dal valor da la  a lastia idad  da 
substituaidn, lo qua nos india» qua a i la  partiaipaaidn 
dal cap ita l aa mantiana constante aon la» ianovaciona», 
un aumanto da la  intansidad re la tiv e  aon que aa apliaa d i- 
aho factor raquiaza*
1. innevaaioaa» ahorradora» da trabajo (saago 
l^ositivo) mando la  a lastia idad  da sutetitucdén a» in fe rio r 
a la  unidad.
2. ianovaciona» naw:ralas s i la  a lastia idad  a» 
u n ita r ia , yt
(103) dtAKDAlOi y PWELFSi *A Modal for Induced Innovation, 
Growth and D istribution*, Katiaomia Journal. 1966, pag».
823 y s».
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a. iooovaaioaa# ahorradora» da cap ita l a i la  
a lastia idad  as superior a la unidad. 
a igualMQta aumado la ralaaido aarita l/trahdo  sa man- 
tiana aonstanta y per tante (21) résu lta  sar solo 
u^(l-W|^)8, la  variacidn da la  partiaipacidn dal aai^ital 
an a l  producto dei#ndard amclusivamenta dal sasgo da las 
innovacionas, siendo evidantamanta araaianta auand> ti#g  
dan a sar dal tipo ahorrador da trahajo.
Como podri observer sc, la  taorfa da los sas­
gos y dal prograso tdaniao an sus tdrminos forma les as 
ado bastanta incomplets toda vea qua no e incluya los 
afectos da los aambios da la  alastiaidad  da substituaidn 
o da los axionantas da la  funaidn C0B8-1XHI6LA8 ( la s  x^).
Por o tra  parte , su aomplajidad formal as muy alavada porqua 
an e l  aaso am uasto la  sim plifiaaddn as mdxima, pero an 
cuanto, por ajamplo, sa tra ta  da tre s  factores, harfan 
fa lta  itti Cndiaa da prograso tdaniao, do# da sasgos m  las 
Inoovacionaa y tre s  da alastiaidad## da su h stito d d o , lo 
aual harfa la  taorfa lueanajabla.
Sin embargo, lo a d a r io r  no as mas qua una for- 
malieaaidn da la  posibla madida dal prograso tdaniao y da 
sus impliaacionas d is trib u tiv es  an aondicionas wusy simpli- 
ficadas, aagdn los sasgos da las  imnoveeionas, pero raa l-  
mente no hemos ahordado todavCa a l punto cen tra l da la  
tao rfa  qua astd  constituido por la  aportaai^^ b isiaa  da
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KEKamY (104) I los Msfos Indtaeldos mn U s imovmaion##.
Aneas da U  aportaaida 6m asta  autmr, qua auali- 
sarmoa datalUdaaauta mas adalaata, aa lstaa  sin  ambargo 
alguaaa aportaaiooas s ig a lf laa tlv a s . Baslaamaiita aatas da 
asta  faaha, los sasgos da U s iaaovaaiouas #a aousidarabsm 
matarlaliaados an a l  afaato sobra los praalos raU tlvos 
da los faatoraa da produealdn. laiaU lm aata HICKS aaa#Ward 
qua \m aamblo ao U  ralaaidn s a la r lo s /la ta r ls  sasgarfa las 
inuGvaaiouas an un santido ahorrador da trabajo o da ca­
p ita l sagdn qua la  aUvaaidn re la tiv e  eorraspondUra a los 
saU rlos a a l tipo da Intards ras pact ivamanta. La posture 
da HICKS no fud ganaralaanta aaaptada y SALYER (105) nagd 
U  validas da asta  rasonmianto an funaidn da qua la  varU - 
bla sig n ifica tiv e  ara para a l  amprasario U  masimizaaidn 
dal banafiaio (as daair, U  miaimizaaidn da lo# aostas dado 
un volumsm da ofarta) y asto tandfa a obtanarsa aon U  tda- 
niaa qua fuasai a l  notivo fundamantal da qua U  nayorfa da 
U s Innovadonas fuaran A orradoras da trabajo radiaaba an 
qua U  taanologfa actual astd  mas praparada para a s ta  tipo
(104) KENNEDY# "Inducad Sia# in  Innovation and tha theory 
of D istriUAion*, 1964, pegs. 541 y ss.
I960, Cambridge Onivarsity Press, l^^ ad.
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da lanovmalooa# qua para las  ahorradora» da c a p ita l.
El prohlama radiaa, aa aatoa tdrWLaoa, aaa bian 
an qua no a# v llid o  a l  a n llia ia  a a tltia o  para aatudiar 
fandmanoa qua son fundaaaotalaanta dinédcoa aomo loa dal 
caodiio tacnoldgioo. For o tra fuirta FELLNBR damoatrd (106), 
an baaa a asta  inauflciancia dal an llia ia  a a t l t ia o , cdmo 
la  almpla anticipacido por parta da loa ampraaarios ^  
la  variacidn da loa sa la ries  o dal ti^o  da in ta r ls  ( in -  
dapondiantamanta da qua dicha anticipacidn aa v iara  o nd 
confirmada |;or loa haiAoa), tandarfa a aaagar las innova,
clones. En afaato , an un aaso aim; lificado an qua auponga-
mos solo <k>s factores pxoductivos y randimiantoa oonatan- 
ta s  da aacala (|>orqua a l afacto da las aconomfaa da aacala 
sobra loa sasgos da las inoavacionas as im pradictib la), 
y a l pracio dal bien fin a l vandido por los an^^rasarioa 
aomo ua da to , podamos raprasantar por smdio da la  figura 
8 la  ticn ica  in ic ia l madiaiuca la  isocuaatal, y dos tIcW nas 
auavas madianta la  I I  y I I I ,  as6a# mas a f id a n ta #  toda vas 
qua sa ancuantran am todos sus puntos per d d a jo  da I .
81 loa irac ios ralativoa da los faatoraa no varian (as da- 
a i r ,  s i  la  raata  isocost# sigua siaado paralala a M , como
la  BB), la  ticttica  Iptima sarfa la I I ,  pero s i  s# aspara
qua a l  sa la rio  v l a cracar raapacto dal tipo da in ta r ls
(106) MaLUKR#*2bo Propositions in  tha theory of Induced 
looovations*, la o n o a d a  J o u r n a l .  1961, pegs. 305 y sa.
•214«»
0
A0 c
tXmiOLA
y la  raata  Coma la  peelalda GC» e# oWio qm  la  major 
t ëm la a tm ri ahora I I I  y no I I .  Eata dltlma tfamlaa e# 
avidantamaota àhorvméorm da trabajo raapactc a la I .  A 
nival ém ampraaa Imdividoal porqaa raqulara una ralaai&#% 
aap lta l/trab a jo  mayor qaa I y I I .  A mlval global porqua 
ei la  mayorfa da laa aa^raaae adopta# la  taanologfa III# 
aa prodnelrl ima praaWn ra la tiv a  e<*ra a l iiM o le .
En aaao da aompataneia M parfaata aa paaa obvio 
qua una antiaipaaiA» por part# da loa ampraaarioa da un 
a l ta  futura dal aalario (in tarëa) raspaato dal tipo  da 
intarda (aalario)# produaa una tandanaia haaia qua laa
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Ifmenraalonae idiorradoraa de trabajo (aap lta l) 6# ao ta r -  
oRloologfa da f£ U m «  la  prafaraoaia v l haaia laa io- 
vaaaionaa ahorradoraa da im faator auaodo loa Mpraaa- 
rlos# madianta a l  a^  raodiaaja  ^or su axpariaaaia an a l  
nareado da faatoraa# aa han dado cumita da qua# a nival 
agragado# loa faatoraa produetivoa no tianan a lastia idad  
inf in i ta  da o fa rta .
Haata ahora hamoa aypuaato aoapatanaia par- 
fi^ta# paro s i auponamoa la  aris tana ia  da monopsonio# 
los sasgos sa produean ineloso an aondleionaa aparanta- 
manta ind ifaran tas. Dos taanologfas situadas ta i^an ta- 
manta a la misma raata iaoaosta# aunqua uoa da a lia s  
saa ahorradora da trabajo raapaato a la  otra# son ind i­
farantas por aneontrarsa at^  la  misma poaiailn da oostas 
tm lta rio s. Sin embargo# s i las Icrparfaaaiooas monop- 
sonfatiaas dal maraado da trabajo  haaan qua suba la ra - 
la a iln  sa la rio / tipo da in ta r ls  auando aunanta la  a l i -  
aaailn  dal trabajo a l  proaaso produativo (auando sa a p li-  
aa una tian iaa  dborradora da aapital)#  la  raata  isoaos- 
ta  sa h a rl aurva y antonaas marl prafarib la a l  proaadi- 
Wianto sAorrador da trabajo . Eo aooalusiln# tambian las 
imparfaaaionas dal maraado da faatoras puadan araar d is - 
torsionas an la  sands dal prograso taanollgiao.
Como hamos visto# la  d lsausiln  m ta r io r  a 
DY aa basa an los ptM ios ra la tivos da los faato tas. La
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«portaeilii (undamantml d# l# t#  va a sar sltisar la  dlsau- 
sioo an a l  tarrana ém la  taorfa  da la  d is trib u a iln  da la  
tanta# disautiando an tlrodnes da la  p artla lpaa lln  ra la ­
tiv a  da eads faator an a l  produato total# y la  inaluslA* 
da un nuavo lostrunanto analftlao  ralsvantat la  frontara 
da roslb llidsdas da Inoovaalln.
Vamos a aatuar aon W)mtas un itsrlos da produa- 
alon dlando g  a l  aosta tm ltario  dal trabajo# k a l  dal 
capital# y las proi^ralM as da loa admnos rasi>aeto dal 
aosta to ta l  y ^  raapaativamanta. Supongamos adamls 
qua eualquiar innovaalln dismiouya a l  aosta uni ta  r ie  da 
produeaidn y llnaaraaos p a la  proporaèln qua sa ahorra 
da trabajo# por unidad da pro^ieto# y q a la  da aa, i t a l .
Es obvio qua ai la  Innovaailn as ta l  qya p y q aoinaidan# 
data sard nautral# siando ahorradora da trabajo a i p as 
mayor qua q y da cap ita l an aaso contrario . El amprasario 
a liga  la  ianovaaida da forma qua su aosta u n ita ria  da 
producai*» sa xadusaa lo  ods posibla. Cats rWtwaidn viana 
dada s>ori
R •» t |i  P i  q (22)
por lo qua la  alaaaidn da la  iamovaaiAm a ap liaar no as 
da tipo  puraioanta taanol^%iSK»# sino qua dapanda da los pe­
sos ra la tiv o s  da los faatoras an a l  aosta un itarios da pro  ^
duaaidn. la  obtanaidn da una aurva da posibilidtedas da
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Ixmovmaidn no e# my d i f i c i l .  En la  figura 9 si^onanos 
qua a l  anptasario aatd Iniaialaanca «ituado ao a l  puoco 
dobra la  aurva y qua luago #a dasplaaa a l  T | sobra 
la  aurva t |#  tra s  una innovaaido qua ha amsAdLado la  iao- 
euanta u n ita ria  da la primara a la  daguoda posiaidn. So­
bra Tj, a# obvio qua#
. . „ T_D
V o
m lm tras qua an otro inmto da antra los fosiblas# aomo 
a l A, los valoraa sar (an#
P •  0 y f  A
V o
y  an B sarfa a l  aatramo bpuasto#
^SLJl # p y q » 0
o
y para a l  shunto in ia ia l#  qua aa un dato# por sar la  
sltuaaidn afaativm anta maxUwsida por a l  ampraaario 
mando date aalaula au aurva da poaibilidadas da Im as- 
sdabvaaidn# aa puada aoostru ir data#
f  (p#q) •  0 (23)
qua rapraaanta diahaa poalbilidadaa y qua tomarfa la  for« 
aa da la  figura 10.
-21*.
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El problw# d#l empv###rlo ## mbor# la  alac- 
el^a da ua punto ta l  qua wlaimlaa (22) aujato a la  coo- 
d ia ifn  (23) y# matamatieamaata# laa aoadiaiona# naaaaa- 
rlaa  viaoan rapraaantadad por la  igualdadt
_ -2k_ (24)
«0
qua as a l  ooooaido pimto da tanganeia*
La forma da la aurva f(p»q) # 0 no# df las 
oondialonas suflclantas* Ea rasonabla pansar qua dp/dq 
sa ri nagatlva porqua da lo aontrarlo  no a r ia t l r f a  pro-
blama da alaaai&% da nuava t&mlaa# y tambian aa da au-
2 2i>onar qua la sagunda darlvada d*p/dq* lo aaa tacdblan 
aomo lodlaatlvo da qua auando una da laa doa variablaa 
tianda a la  umidad, aarin nacaaarioa grandas aumanto# 
dal o tm  faator pmra mmpanaar la  d ria tlaa  dlamiooalln 
dal primaro# l or dltimo;?aa naaaaario qua la  aurva aa 
aireunaerlba a l primar auadranta i^orqua lo éaiao signi- 
flaa tlv o  a# qua a r ia ta  prograao tlaniao# aa daalr# qua 
(18) aaa poaltivot para aato no li^ ld a  qua laa inoova- 
aionaa saan da ta l  tipo  qua mmaaMn a l  paao a<^ra a l  
ao ita  un itarlo  da pmduaaila da uno da loa doa faatoraa 
aiampra qua a l  dal otro dlsadrntya daibidamanta# La liad - 
taai&a aa aolo a l ta raar auadranta*
Si p y q aon igualaa (tanganta da la  figura 10)# 
laa ianovaaionaa no a lcararin  loa valoraa da a^ y a^# y
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por Canto para KENNEDY los valoraa da aqislllbrio da aata# 
dos varlablas vandrd dadaa por la  ampraaldn (24) auando 
P y q aoinaidan# an aata aaao no habrl sasgos an las inno- 
vaeionaa* Si m  aatas aondiaionaa la  inalinaaW n da la  frcgi 
ta ra  da poalbilidadaa 6m innovaelén aa mayor m  valor ab- 
solnto qua la  unidad# habri un saago haaia las inoovaaio- 
naa ahorradoraa da trabajo qua d arl lugar a qua a l valor 
da aqu illb rlo  da a^ aaa mayor qua antaa# lo aual tandarl 
a raatablaaar a l  aquillbrlo* Bin ambargo axiata una liad - 
ta a lln  a aata plantaamiMto# aomo ha dastaaWo AHMAD (107) 
y aa qua para qua la  aurva f(p#q) •  0 aaa la  sdsma para 
aual<gjiar s ltu aa iln  in ia ia l (para cualquiar T^)# la  alaa- 
tiaidad da aubatituaida antra dos faatoras ha da sar uni- 
ta  ia# motive por a l  aual KENNEDY eonaluya qua a l  proaa- 
dimianto da rastauraai&n dal aqu illb rio  aonduaa a mantanar 
aonstanta# laa partlaipaaionas ra la tivaa da los doa faato­
raa prochiatlvoa an a l produato final*
81 a n llia ia  da la  aportaailn  da KEWEDY qua 
hamoa haaho a # f  ha aide a l  da una #a#novaaWn qua aolo 
ina lu la  an la  s roduaailn da bianaa da aonsumo i^rqua m  
a l  aaso da qua# an una aaonomla biaaatorial# aqualla aa
(107) ANKADi *^0n W#a thaory of Xnduaad Innovâtiona", figg- 
nottla J o u r n a l .  1966# pags* 364 y as*
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pvodujara an a l  saator prodtietor #  WLwae da aqul&o# 
la  Igualdad an tra p y q no garantlsarfa la  aonatanaia 
da las i^rtleipaelonae da los faatoraa an a l  aoata da 
produaaldn «mltarlo ya qua a|  ^ sa caduelrla aon a l  aso 
^ l  tlampo almplamanta por la mayor aflaaala  da laa 
ionovaaionaa an a l aaator produator da bianaa da aa i t a l .  
En aata  aaao# habrla qua haaar in tarvanir la  diaminualdn 
dal aosta da loa bianaa da aquipo qua su^ondrla la innova 
aidn an diaho aaator y# da asta  forma# la  nuava aoodl- 
ai do da aqu illb rlo  sa ; roduairfa auando la  dlmainualdn 
dal aosta un itario  da produaal^  dal trabajo igualara 
a la  SUM da la  mlsma dismlnuaidn raanwto dal aa^ ita l 
(q> y la  diaminuaidn dal aosta da produaaido da los 
bianaa da aquipo an ai# por ramdn da la  ionovaaldo.
El trataadanto da KE#NEDY# podria aiq raaaraa 
an funaidn da laa alaatiaidadaa dal proAaato ras^meto 
da loa faatoraa produativo# y da la a lastia idad  da suba- 
tltu a id n  da forma anplfaita# lo aual nos parm itirfa m - 
lia a r  aqualloa valoraa da as ta  dltimo parAaatro qua par- 
ad tm  un aovifldLanto temporal astab la  y aqualloa qua a l .  
Paro aato no aa naaaaarto ya qua da lo ampliaado a# 
duea MO faailidad qua uoa alaatie idad  da aubatitueidn 
por malma da la  unidad haria  dal proaaao da tanovaoilo 
uoa trayaato rla  inaatabla.
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lodWablamMt# s i  i l  tritasdm eo d# l i  f ro t­
ter#  de poslbilldedei de im o v io l^  de le  lumis# u m  teo- 
r ie  del e ip i t i l  y uni teori#  exi l io itiv e  del «umento 
de 11 fuerzi de trib ijo#  tendriimos un modelo oompleto 
sobre e l  oambio teo n o l^ ico , de ig u il forme que *odrli 
^ensirse en g e n ir i llz ir  e l tritim ieo to  i  mis de doa f ig  
tores o en d in M ln r  la  fro n te ri. El rimer punto su on- 
d rf i  en tre r en lo i bodelos dlnlmioos de ^ la r ro llo #  e l 
segundo es de uni oomplejidid formai e x tr io rd io ir i i  por^ 
que# oomo h i minifeatido SOLCW# serf an neoesariis n (n -l)/2  
e lis tio idadee  de sWwtitueldn# y la dioamixaoldn de la  
ftm e ld n  E(r#q) * o a e t i  lajos da podar re a liia rsa  toda 
ver que la  teorfa  nrpuasta a i t l  aén an su# prltaaros pe­
sos*
£n general bemos tratado hasta aquf los daea- 
rro llo s  da la  taorfa da las ionovaalonei# a i  ritmo da 
prograso tianico# los sasgos dal mlsmo# y las tandanalas 
dal sistama hacls las innoviaionas no nautralas y sus 
impllaaaionas d is tribu tives # partiando dal srqiMisto de 
que a l prograso tesmoldgiao oo aataba m atariallaadomen 
los bianas da aap ita l sino que ara laa  fuaeiAi andgana. 
Sia anbargo# una importante parta da la  taorfa de las 
ianoveaiooes y une oo manos importante a r f tia a  a l i  
fimeido de produeei&n utilimada an a l  santido que sa la  
ha vmldo dando an asta  tasis#  proviane da aonsidarar
2*3
qm iMB ionovMloiita» #1 progrmêo ##
r ia l ls a  mn I# propia form  y ea rM ta riê tlo is  ém lo& v ie - 
jo# y# i>or to# mmo# biom# d# oqtslpo qua
aimramo ooo tas propia# limovaeloni#*
3 5 to  (WMAA* Ahm&*Q #
J*LJûu8ttdkiEDLj6hL*sy^
La funelAi da prograao tJaalao fu l propmata 
per KALDOR (108) aomo alamaoto fuadaaaotal da su modalo 
da daaarrollo y, poatariormauta# raaapuaata an su ra* 
formutaaldu dal mimw# junto aon HXRaLEES (109). La Idaa 
blalaa da KAUXm a# la  impoaibilidad da d ia tlag u ir raal« 
manta antra daaplaaamiaatoa da la  fumASm da pro*#aai&: 
y movimianto# aabra la  miama# lo aual in u tllla a  a 4sta 
aomo inatvunanto da pxadlaalAi y aonportaadanto a madio 
y la r i^  plaao an auanto intantanos ralaaianarla  aao a l  
probtaaa da la# im aaaaim ae# Para KAIZW a# impoaibla
(108) KAUXm# Hadala of Kaonomia Arawtb"# l^aoaamia 
Jmnmal. 1937» page# 391 y ##.
(109) m u x »  y H tm sESi "A War Modal of Saononla Oroath*»
Mta^nao M ymtnrm mtei. U  Jw rfi a i  BtianrollB Baa*
ahUO# op« *IC. pmgm, 259 y «#.
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d ls tio g a lr  entra lo# aambio# da la  tlaa iaa  pmoaniaota# 
dal aanbio an la# ofarta# da las faatora# prodnatlvo# 
y  lo# ikibido# a la# Innovaeiona#» porqiia m alqaiar au- 
manto ém aapleal par e li l t a  u tlllsad o  an a l  #l#tama 
aaonfai ao #t^ana an a le r ta  madlda un# InvanalA* (a l  ne- 
oealtar raorganisaraa lo# proaaso# produetlao#)» da Igual 
forma que aualqular aumanto da la  produetlvldad aupooa» 
normalmanta# un tlpo da innoaaoidn que aumanta a l  aa, i t a l  
u tlllsad o  i or trabajador.
La propuasta da KALDOR aa# woonaaauanola # una 
fimaldn que d l danomlna da ’*prograso tdanlao" an la  aual 
a l  rltn o  da oraclndanto ra la tlv o  da la produoaldn aa 
funsldn dal rltmo da araain laatc  ra la tlvo  dal oap lta l par 
oli Ita» 8#ta funaldn puada rapra#antar#a x^>r nadlo ém 
una figura aomo la 11 donda a l dlnamlemo da la# Invanelma# 
#a ra f la ja rfa  an la  a ltu ra  alaanaada |x»r la  auarva. Bat# 
fuoaldn avldanala la  Inu tllldad  da a la a lf la a r  la# Innovmlo* 
ne# aomo aborradora# da aap lta l o da trabajo an f%malA# 
da un #onaapto"nautral*dn aUmpra a r tlf la la l#  parqua al 
ruttto P a# a l  qua aapara la  mon# an qua la  ralaalAa aapl- 
tal/produato a# araalanta da aqualla an qua a# daaraalan- 
ta  y aa ta  ralaal&» no dapanda dal t lm  da Innovaalona# 
alno da la  poalaldn a lnallnaal&* da la  aurva y da la  ta## 
da aaumulaalA# da aapltal# da forma qua a l la  aaumulMldn» 
pot lo# motlvo# que aaa» aa In fe rio r a la  n ig ld a  por a l
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ptioto P, Ims iimovaaiofMis tmHmn o#oe#ari#m#Rte aborva  ^
àormu d# 4#pical$ y ai logrmmoa aituimoi# # 1# der##h# 
d# P (porquo la ta#a dte aaiamslaai^ ha suparado (%!}, la# 
ionovacioma# aarùm aborradora# da crabajo.
0 H
l^atira 11
Da iglsal forma a# fa a il mar aomo tma aalo#i&# da imoo- 
maaiooa# qua daaplaaa## la  ftmaidn da prograao tdaoiao 
da PT  ^ haata PTj^ # darfa lu§ar a ianowaionai qua# apa* 
rau^moanta# salCao aborradora# da aa{4tal# ya qua puiP» 
to# qua auta# aatabm  a la  daraaha da P# aatarCau #&*• 
ra a la  laqularda da P %
So aooaaeuaoeia# la  alamifiaaalA* da la# looo- 
vaalooa# as a r tl f la la l#  y eu puoto dd aqu lllb rio  a largo
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« « ta ri an P (4 P ') ,  ya qua au oaao aoiitrarlo sarla  
Impotlbla dlapouar da un elatama da aalarioa«lcitarla as­
table* Esto no quiara daelr ma# qm$ que a n ival agragado 
y largo plaao# la  ralaai^n eai ita l/^  rodueto de la  æono* 
mfa taodri que aar siampra la  miama por le qim las inno- 
vaeiones# qua a nival de ampraaa puadan e las ifiea rae  en 
atiorradovaa de trabajo o da aa ita l#  afaatarin  a l ëistama 
de praaioi» da forma que ee volmerd a alcanaar a l  ^unto f  
^  eq u ilib ria  astab le . La fuoeidn da pr<^raso tiaa iao  
ropuasta as# i^ or taoto# da la  formai
I dy^ / t dkmmkm *###»*& # g
**t dt
(25)
donda F sarfa mondtona araalanta y F" oagatlva. Es daalr# 
aon una intansidad da apllaaal^n dal aap ita l aonstante# 
la produatividad dal sistama aumentarfa por raaén dal 
aambio taanoldgiao# a l adaao tiampo que a l  aumantar la  
ta  sa da aauaulaaién da aapital#  a l  produato obtanido 
aumantarfa paro sujato a randimiantos daaraaiai^aa#
Aunqua la  funei&i da pmgraeo t&mi *  rapta« 
santa un plantaæ ianto to talnan ta  d is tin to  dal da la  fun- 
aida da proïkieaidn trad itional#  BLACK (IIO) ba daaostrado 
que raalmanta aa i;stada in a lu ir  an una funeidn dal tlpo 
de (XmB-DOOGLAS de forma te l  que los dasplamam&anto* de 
data saan aaordas aon la  trayaato rie  rapraeantada por la
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fuMldn de KALDCB# (Ssto# sIq enbergo# oo ## euesple par#
I# funeidn Ci^ ni pare ningitoe o tre). Supongenos qise lU . 
memos y* y k* # la# teses d# ereeiminnto relative d# la 
produaai&% y a l aapital y a al ritmo da progreao tdaniao. 
En asta aaso podamo# formuler %ma fimaiAs da prodnaai&m 
CXm^4XmiM dal tipot
Y •  a (26)
an la  qua y" sard k"x . Supofngamoa ahora qua la fuoaido 
da prograao tdanico eat
a^ •  a^ (27)
y la  fuoaidn (26)# inm^rporando aata ai^puaato sobre e l
pcogreao taan o ld g i^  se aonviafta ant
Y^  -  a^ a®  ^ (28)
y aobra (28) no sard d i f lo l l  damoatrar admo a l ritmo da 
erealadaato re la tiv e  da la  produeeidn torn# la  format
y* # a 4 b k* (29)
aa daalr# la  sum dal ritmo da progreao taanoldgiao eons,
tan te y da la  taaa da ereaimianto aobra la  funaldb da pro. 
dueeWn (26). Lea eauaaa dal auaanto da prodnaalAs aon
(llO ) BLACK# "The YMmiaal Progreaa FuaatiM  and the 
Froduatian Funetioa*’# dÉBMiddMUt 1962# paga# 166 y aa.
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BÏJÊu^ tm qm  e l  pxegreio t^eeieo tome 
la forme (Ije# y e» eat# eeao pmémn eatlmera# por m* 
peredo lee eootrlbueloiiee debides e l mm#w:o del eei I te l  
per pereooe ( > y e l progreao (e)« Sate eeao se*
ri» rei reseotedo por une figure eomo le  12 en le  euel les 
funelones CD2 y CD^  son les de COBB*DOOGLAS e e t i t l*  
eea que w n  sufriendo desi leeeuleiitos non e l peso del 
tiempo, slendo lo i puatos reelmente eleeaeedos P^,p2»Fg
rea #etIvemente. En ceso de que le  funeWm de p rogreao 
tien leo  no tome le  forme lln ee l (29), le dedueelAa ae
Uiiili.Aa
eomplleerfa fosMlmente, pero lea eonelualonea se rf en, en 
lo fundementel, lea mlemea#
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to verdsderamttte important# ee que le teorfe 
del progreao tdoeiCM» de KALDO^ , heee que le eurve de po* 
slbllldedea de limoveeldn, que entes estebe f ije  pere 
ouelquier eltueeldn in ie le l, see ehore d lstln tes sa^ jfon 
e l [xmto de le vieje tdenlee eobre e l que estueieremos 
situedos. Lee poeibilidedes de i rodueeldti del i^erlodb 
t  de enden de le te sa de ereelmieoto del ptodueto en e l 
perlodo In ieiet eonsideredo y del rltmo de ereel*
mlento del cepltel per edplte desde el perlodo loèelel 
heste e l * t ,  es deelr, e l progre&o tdeaieo se belle re* 
leelouedo eon le lueersldn meterlelleede en los bleues 
de ee I te l de i^erlodos enterloree lo eitel uoe eouduee dl* 
reetemeute e le dltlme Ifnee tedrlee, releelouede eon les 
#1 orteeloues de ARROW y de los modeloe de progreso t&mlm 
eon perlodlfleeeldn de les laeersloueeCvlutege motels)*
3.*. Bl riMMdlim try dg&mTjÉmJM tea Wkk"
te  idee e m tre l de le  teorfe te  ARROW ( l l l ) , e e  
muy simplet e l  progreso teouoldgleo eemeterlellee eu les
( I I I )  ARRW# “The Beouomle I i^ liee tlo ae  o£ Leerulug by
Doing*', Biirtiii ffl JgBgBaig ttuaiiâ# pegs* iss $ es*
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ixoploa bieoes de eepitel por lo que se estebleee une 
elere luterde&eudeuei#, pues los reeursos destlnedos e 
le  loeesclgeelda d m  luger e deetebrimleutos que se me* 
terie lisen  m  le  lueerslte de uueeos blmme# de equipo 
lo euel, e su ver, (Oteuele le  proteetlvided del elstm e*  
El deelr, los euoseneos de le  produeel^o oo puedeo ex, 11* 
eerae eolemente en funeldo de le proporelte de feetores 
eplleede, ye que los eoooelmleotoe meumeoteo eoo e l  sim* 
pie peso del tlempo. Los ejemplos eu e l  eesqx) teonoldgl* 
00 SCO meaerosos y ARROW elude entre otro^ e le  demostre* 
eldn de VERtOH de que le  proteeeldn obteolde boy ee une 
fuoeWo expooeoelel, proi^reloœl e la rodueelte eeumu* 
lede en perlodos eoterlores, y e l  heebo de que e l  mlsGao 
tlpo de év ite  que, en le  feebe de au leo*emlwn:o eoscebe 
fabrleer W bores de trebejo, boy solo requlere m
fteaelte de lo que tX llmoe le  “eurve de e; rendlreje"*
For e l simple "beeer** elgo, e l  peso del tlempo “MseUe** 
eteo beeerlo de forme mes eflelente# En pelebre» del 
proplo Attûwi «Vie gueterfe su jerir equf une teorfe etnt^ 
gene de los deepleeem&entoe lntertee#oreles e Interne* 
elooele# de le funelte de produeelte“ (112).
Le dedueeite formel de ARROW es besteote %m* 
pie je , &mro le blpdtesl# eentrel ee elere# le slsq^le eeu* 
muleelte de le Im erslte  brute produee un eumento de le
(112) ARROW# e r t .e l t .  peg. 155.
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#%P#ri#aol# en e l  pmeeeo produetlvo y eat# experieoeie 
smreewtede, anyone m  w sblo  teeooldgleo en a( mimne# 
Llmando G e 1* im iersite  brute eeumlede, (6) e l  tre ­
bejo u tllleedo  en le  proéueelte de un bien de eep lte l 
cuyo i^bero de aerle es G, ^ (G) e le  capeeided prodw- 
tle a  de un bien de equlm del mlamo nénero de merle#, y 
auponlendo que todom les blenes de eqqlpo tleaen e l  mlamo 
.erlodo de vide por lo que, en un moneoco decermlnedo, 
esterdn enpleedos en e l  prœeeo produetlvo aolemente eque- 
l lo s  euyos mSmerca de merle se eneuentren en tre  G' y G#, 
es évidente que, por te fln lc ld n t 
0
Y #  I" (G ) dC (3 0 )
N #
/
IQ
G*
\  (0) dG (31)
SI mtqxmenom eonoeido e l volumen de empleo de le eeonoodte, 
se led rl obtener e l nSeero de merle G * de (31) y mustltu* 
yéndolo en (30), deflnlremos do# nueve# funetonemi
A  (Gi À(G) éO
n (G) ^(G) dC
( 32)
(33)
<5* las qua podranoa obtanar, traai alguoas transforaaaloaas
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ta miava aspraalin da la  fu a a iio  da - roduaelAit
y •  n (c) A'' [A(i^ ) -A'ij' (34)
que m  Mac almpllfleado y suponleodo eonetante le  rele« 
eWn eepitel/pToteeto y deereelente le  trebajo/produeto 
y que le  forma de A ( G )  e# b G * ®  y, lo ten te , le de 
A  ( G )  es tende e •  b /(l* n ), obtendrlemost
V •  e G(l*e ) (œ l)
a l/l* n  (35)
Y -  ^ < l* ( l* R /e O ^ * ® )  ) ( # 1 )
que, eomo e# obvio, pMeente lendlmiento ereelentes de e*' 
eeie tento pere N eomo pere G, euaque eato no aupocge pro< 
blemes nuevos en le teorCe de le d latribueite ye que lo 
telco que indiee ee que loa d<  ^ feetore# ee retribiQpen 
m I roduetiirided merginel prlvede, pero que este oo 
ee eorreeponde eon te aoelel débite e l efeeto-eeperieoeie 
que no ee debldemente eonqeneete per e l eereedo.
Reelnmte, lo eigoifieetivo de (34) ee que e l 
produe to obtenldo depeode del trebejo eplieedo boy y de 
le  ineerelte brute eeumulede en perlodo» peeetee, Inelueo 
en ierlodos telee que n lafte  bien de equipo de ecpaelle 
4poee eterevlve ye, peeeto que en (32) ee Ineleyen todiMi 
los bienee de equipo previenente exietemsee, Inelultea 
equello» que tlenen un ndmero de te n e  inferior e l G \
-ass­
i s  eeao (3S> ## te  ml» fe e i l  in te rp re tee lte  y es en ree- 
l l te d  uœ  fuoeite te  pro teeelte eoo progreso tleo leo  oeu- 
t r e l  t e l  tl|JO BARROC, ten te  le  fuerse te  trebejo tepm te  
de le  lo v e rs lte  brute eemoulete en to tes los i#riodos 
preeetentes.
Le Inelu slte  te  le  fuMldn te  produeelte te  
ARROW en un motelo geoerel te  te se rro llo  é i  loger e %mes 
imi lieeeloties d is tribu tives évidentes# le ie#rtlel* eeldn 
te l  trebejo en e l  produo to fln e l detente te  le  re le e lte  
es deelr, te  le  fuerre te  trebejo e& lle e te  hoy g 
y  te  le  Inversion brute eeumulede, mlsntres que le  pertl*  
eli eeldn t e l  ee I te l  te; ente te  le  tes* eeperete te  eummoAo 
de los selerlos y te l  ;erlodo tteeileo te  v ite  (supuesto 
eo#stente) te  los bleues te  e e p lte l, bejo e l  supueeto te  
que oo ex is te  eubstltuel&# en tre  los dos feeto res, supues- 
to que en eeso te  eliedoerse eomplleerfe exeeelvmnente el 
motelo.
Is trle ten en te  te s te  e l  te  v ls te  te  le  fun- 
eldn te  produeeWn, les dos mdCelees fondenenteles que se 
ben d lrlg ldo  e l motelo provienm te  KALDOK (113), Le p ri­
eure te  e lle s  se re fle re  e l  beeho te  que e l bien es e ie rto
(113) Formuletee por XALJDOR en "(kement to  Arrov*^# Leemlng 
by Doing*, IgUMli^ Sfcudims. 1942, (egs. 264 y es.
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que le  produeelAi de une mfqWLue de ndntxe te  merle Q 
te%#nte te  le  inuertidn brute eewoulede, e l  *ei rendleeje* 
neeeslte eiemp^ pere l  lever se e eebo y por tento te^unte 
tmablen t e l  perlodo te  tlempo e lo  lergo t e l  euel sobre- 
vlve e l bien te  eei I te l  te  nteero G. Por ten to , no tebe 
« i l ^ t l r  une sole funeldn A (G) y otrm (G) eomo su- 
pone ARROW, eloe une fam ille te  les mlimes que tepM terd 
te l  rltmo te  produeeldn de bienee te  equipo  ^orque, ^or 
ejemplo, eueoto wK>r see date , mis tlemi>o medlerd entre 
e l  bien te  eep lte l te  mieero te  merle Gil y e l  G, y meyor 
ee ri le  produetlvided t e l  i rlmero e l heberee pedldo I le -  
ver e eebo mes empllmeente e l  proeeso te  "eprendleeje* te  
G4l re#i^#eto te  le  Inversion eeumulede heete G Ineluelve. 
Le eegunte e r f tle e  se re fle re  e l  mipuesto errowleno te  
que le  Inversion per obrem es eonsteste lo que suiene 
<1^  solo ex iste  une proporeldn dp time metre embos feeto­
res produetlVDs, puesto que slsmpre es posible eumenter 
le  i roduetlvlded ementmdo le  Intenslded eoo qae se 
epliee e l  e ey lte l, es deelr, eleveodo le  re lee lée  eepl­
te l/tre b e jo .
Les e rftien s  te  RteINROW (114), se reflerwe mes
(114) w m m o » î “Gomment* e l  e rtfeu lo  te  ARROW, l ü l i E
1962, pegs. 236 y ss.
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bien #1 motelo nom: Into te  ARROW que # le  %àm te  funeldn 
te  I roteenldn en d l Implfelto y ebereen te s te  le  te  ter* 
mlneeldn te  les tesea te  eewAileelte te  eq u lllb rlo , 
heate les pereteje» que se proteeen en e l  funelonemlento 
te l  motelo globel respeeto t e l  eomi ortemiento te  les ee* 
le rlo s  rea les .
Les Implieeclones eeondmlees te  le  tesle  te  
ARROW pereeen eomo mis dlieetmnente te l le s  e los motelos 
te  te se rro llo  y, espeelelmeote, e l  nulo trebejo em&(* 
rleo reelleedo en I s te  eempo (produeto loduteble te  les 
d lfleu ltedes forme les te  su tretem lento), heeen que le 
-o lte lce  oo e e t i  e te  eerdede. Sin eatergo, s f es poslble 
te^ teeer que le  Idee te  heeer tepeoter le  produetlvided 
del slsteœe y e l  rltmo te  ereelm lm to te l  produeto te  
tode le  Inversldn brute eeumulete oo es , te s te  luego, 
enrteee, mmque qulel @1 e^meslveneite Inglnue. Les prue* 
bas t e l  t lM  tamodotméo por VERLOOH no son n i medlenemen* 
te  eonvlneentes , pero temblen es e ie rto  que le  “enseten* 
me* Imi lleede en e l  simple peso t e l  tlempo por le  repetl* 
e l te  te  los prœeeos proteetlvn# es un elemento Importam* 
te ,  eunque no te leo , en le  esp lleee lln  te  los rltmos te  
ereelmlmato t e l  produeto y te  le  veriee lin  te  le  produe* 
tlv ite d  t e l  a l sterne.
For o tre  perte , le  eportgmlln te  ARROW permlte 
llg e r  feelW ente le  evoluelln te  le  funeldn te  proteeelin
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0on e l dltlmo eempo de estudlo# lo# modèles eoo leriod i- 
fleeeidti del e# i t e l .
L# idee bl#le# de lo# Ylilîdti Bïïffilif seœille# 
les loooveeiooes vlmeo Influeneledes por le exlsteoeia 
de un stock de eepltel y te^bleo por le corn, osleldo te  
date, es deelr, yor le ; erlodifleeeite y el rltmo que ben 
tenldo le# loverslooe# en périodes enterloree. La Idee pues, 
e# eonalterer e los dlstlote# tlpo# te  ee& I te l (eegân su 
dpcee, e# deelr, ^mgte su odmero te  serle), €tom dlfereo* 
tes feetores productivee^ E# or tento un eeso en que 
te^blen e l progreso tdenleo tome le forme te  meterlellxe* 
c lin  en los pro, los bien## te  eepltel.
Segdn SALUER (115), solo teben eonsldererae lo# 
blMe# de equipo te  feebe# posterlore# e une deds (le#  me# 
redentem ), p#ro la erftlee  te  este  posture e# f l e l l i  la# 
Innoveelone# no solo se m eterlelleen en nueve# mlqulnas, 
slno temblen m  le# ye eidstentes, en le# Inetleelones v ie - 
je# , Infloyetodo tento en su reestrueturedln eomo en le  
eeelereeiA# te  eu tesolem tenele. t l  mitote eorreeto pereoe 
por tento #er e l  propuesto por SGLOW (116) que eoneWere
(115) Ver G m t y BODYiimetege Effects end Time Fetb of 
Investment* en op. d t .  N6ER, pegs. 595 y es.
(116) iOLOWi “Investment end Tetenologleel Progrès#*, e n |ü -
Stanford, I960.
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e#da feeh# de eep lte l eomo ya fee to r dbtlwx>#
Le fuaella resu lteo te  de este eeqyeme bejo lo# 
mipuestos de rendmleotos eoo stu te#  de eeeele y eooelde* 
reodo que, m  e l metgea, le  produetlvided merglael del tre* 
bejo es le dmne Inéei^odlenteæseate de que eetd empleedo 
en une de le# mdqulae# v ie je# o aueve», e# elgo eoeq le je  
y, eo BU forme COSS^ DOUOIAS eerfe, por ejes^lo t
* d (W )t A 
Y » e  ^ W t)'
f* I l*A
dv } (36)
*00
douée d eerfe le  tes# esi oaeaelel de le  la v e rs lla , l(v ) le 
In m rs lin  btutm #m «1 période v , y o -  J j ^   ^ dood* r  .#
ml eomCielmntm dm poodmrmml&m utlllcmdo p«rm oadm pmrlodo 
dm om leml.
5.7.
e  U  e  rm ii— Ui»
Tree e l  bceve reeon tdo  beebo en eete eepCtulo 
no ee d l f i e l l  obtener le# elguleMee eoaelttsloneet
l .  e l  tlpo de m d lle l#  beeedo en eonee& toe de 
nentrellded ne# o mono# eleboredo# edoleee de an defemu> qqe 
lo Ittvellde to telnentei eu eeree ter e e tltle o  que, enendo
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Inemfte e; lioeree # problem## de deserrollo y eembio 
teeoollg leo, dS plsimos re su lte tee .
2. e l  probleoe de s i  e l  progreso tdenleo e s t i  
o  oS  fseterlelleedo eo los blenes de eqnlpo ereemo# que 
mes que un problem# eeenelml es une eleeoldn o ie re tlve  
en ftmolAa de los i r o b l i^ s  que queremoe t r e te r ,  e l  menoe 
en eusenele de trebejo# mspfrleo# que nos ^ermlten eee, te r  
àlgatm  de les dos h li^ te s ls  eomo mejor. 31 eetemoa In tere- 
sedos fundmoentelmeote en e l  problem# de les Cunelooes de 
; rodueelln y sus despieremlentoe, deseendo dlnemleerles, 
lo r eomèdlded serlemos , e rtld e rlo s  de un progreso tien leo  
no meterlelleedo en lo# proplos blene# de ee I t e l ,  n ln e ll-  
nlndono# mes bien per un m l l l s l s  tlpo KENNEDY# SI, por e l 
eon trerlo , estemo# Interesedos en los prtelemes de deserrcllo  
mùtmêmiùo e l e i ^  i leeo, eunque mes trebejo##, pereee elero 
que le  h lpétesl#  e ltem e tlv e  pmmlte Introduelr los efeeto# 
de le  inversion eeuetilede en perlodo# en terlores y le  forme 
en que le  estrueture tdenlee he sufrido eltereelone# m  e l  
peeWo,
A le  v ls te  de esto  l l t ln o ,  no pereeerfe eneesl* 
vwMMMie errleegedo eeeunder le  eflrme^Lln de 8010W enendo 
dleet * Hunoe be peneedo en le# fuaelone# de pro teeelln  m#- 
erœeon&elees eomo un eoneepto rlgurosemeg*# ju stlfleeb le#
A ml modo de ver e s , o bien une perAole l lu s t r e t t lv e  o, de
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lo  eontrerlo ,un simple Instrumente ;#re menejer de te s , 
pere u tl l ls e r lo s  en t«cn:o é t  boenos resoltedos ee^frleo* 
y ebendonerlo ten pronto oeurre lo eotererlo  o eomo 
epererce elgo (117). No pereee ror teiNo m y
errlesgedo pronostleer los trè s  emepos en los que hebrte 
de treb e jer loa te irleo s  slnq^ileren reelmente Inventer le 
meldleWn de SOLOWi
1. le  eleboreclln de une teorCe general y eon* 
eeestebie del eembio teenoligleo y de le  forme en que
uede Ineorporerse, s i esto  es poslble, e le  funelln te  
, rodueeiln, no eferrtedose e h lp lte s ls  «œo te l le s  te le s  
eomo uns d lreee lln  es*#efflee te  les InnoveelcHoes o uns 
InwElstente e s teb lllted  te  le  ftmelln egregede.
2. le  teorfe te  le  medlde te l  cmpltel, no en e l  
eempo te  los nteeros (ndlees, slno m  e l  te  le  eleboreelte  
y eonteidLdo te  los te tc s  bisleos sobre los que eleborer 
equellos, yt
S.une teo rle  te  le  o fe rte  te  feetores protee* 
tivos que ^ermite doter te  eonteWLdo empfrleo e les llte te*  
elones te  les mlsmes y que se ineluye en le  teo rfe  te  le  
te tem ln ee lln  te  sus pteelos eomo rnlmrnmo eonstltid:lvo te  
le  ml sms e nlvel ^ regedo.
(ll7 )C r£ tlee  e (oi .e l t )  te  RICKS, en
E^pe^ol^. ns 412, 1967, peg. 91.
-MO.
El primer oe»r<> y# be sldo eælieedo# El sefuedo 
e s t i  mes bien en neno# de los eeonimetras lo euel, heste 
ehore, no be predueldo resulcedo# conlmente ee tlsfee to rio s . 
El tereero he sldo e# eelelmeote tretedo eon referencie 
e los elsea etreeedoa, ^nro de une nenere toteltmm&e 
exenta del de form elleeeiln neeeserle lo que heee
i#n;er rruy aerlamente bien m  le  Impoalblllded de e s te , 
bien en le  neeeeided de que los eeon&etrea ^elgen un 
poeo del eenpo de los mlmeros'Cndlees y ae dedlquen eoo 
e ie r te  inteneided e le  e s tise c lln  de fimelonea de o ferte  
global.
AFMICE
iwemm immum mimm (i9sa*i967>.
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1. El «odelQ «oonoMtrlco
El Bodalo u tlllsado  es e l sas eztendldo en eete 
tlpo  de trabajpeen e l que, partlendo de una funcién de 
producolén del tlpo CES, ta l  y eomo fué formulada por 
ACIffî, ee deolr, oon rendimientoe constantes de escala, 
se supone la  ezlstenola de oompetenola perfecta en e l mer- 
cado de faotores de producoldn. Como ha sldo demostradp 
esto dd lugar a un relaoldn logarlta ica  del tlpo:
log « log (aP(l-d)"^) t log w (1)
N
que nos permits formuler un modelo eoonomëtrlco uniecua* 
olonal del tlpo:
" *0 + *1 Zt + " t  (2)
donde las variables son facllaente reconoclbles, slendo 
a^ la  elastlo ldad de substitueIdn y u^ una variable alea- 
to r la  que oumple las slguientes oondlolones:
1. tener una dlstribuoidn normal
2. K(u.) » 0
2 ?  . (3)3* s (u^) " constante
4. K(j|^,u^J * 0
es deolr, tapa las perturbaclones aleato rlas tlenen una 
esperanza nula, desviacldn tXplca constante y es tan lnco9 
rrelaclonadas serlalmente.
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Desde el punto de vie te eoondmioo ye heaoe ene- 
lizedo los posibles sesgos en que se puede Incurrlr por 
identificar le verdedere variable a estimer oon el valor 
estimado de a^ en (2), pero ouelquier otro modelo mas 
perfecto exlglrXa el oonooimlento de datos sobre el stock 
de capital por sectores productivos manufactureros de los 
que en este momento se oareoe en EspaOa) Los trabajos de 
la  UniversIdad de Deusto estdn adn sin publicar y parece 
ser que las estimaclones de capital no ban tenldo toda la 
hoBogeneldad deblda por lo cual su utilisacidn conjunte 
qulzd requlere de elaboraciones posterlores a l objeto de 
dotar de homogeneldad a las series. Por otra parte, los 
resultados finales obtenldos no parecen errdneos (en la 
medlda en que esto se pueda deolr), y el modèle (2) ha 
sldo utlllsado oon mucha frecuencia en contras tac iones 
de paises en los que s i se dlsponla de estimaclones f ia ­
bles del stock de capital, con resultados bastante sa- 
tlsfactorlos en su conjunto (ver capitule IV).
El mëtodo de estlmacidn seguldo ha sldo el de 
minimes cuadrados normales, de forma que las estimaclones 
de los pardmetros de (2) toman la  format
lÜ
la
*0 "  *  -
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donde los sfmbolos supsrrayados Indioan modims mrltaé- 
tioAs y los superangulados estlmmdorss. No inslstirsaos 
mquf sobre las propledades estadlstioas de los estlaado- 
res del coeflclente de regresidn y de que se pueden 
encontrar en oualquier buen llbro de estadfstlca.
Una yes obtenldas las regreslones, se han eal- 
culado los coeficlentes de correlacldn (y las varlanzas 
residuales), y se han llevado a cabo dos tipos de prue- 
bas estadlstioas respecte a la flabllldad de las estlma- 
ciones y del verdadero grade de slgniflcacldn del ooe- 
flciente de cerrelacidn entre las dos variables.
1.1. Contraste de la bonded del ajuste
Es sabldo que la exprèsIdnt
2
-  (5)
en oaso de que las perturbaclones aleatorlas del modelo 
(2) cuaplan las oondlolones (3)» se distrlbuye eomo una 
Chl-2 con (n-1) grades de llbertad, donde n es el ndmero 
de pares de datos que Incluye la  serle utilizada. Este 
contrasta de la  bondad del ajuste se ha realleado a un 
nlvel de slgniflcacldn del 1 y del dando en ambos 
cas os resultados positives ya que, en todos e lles, el 
valor de (5) ha caldo fuera de la  regldn o rltica .
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1.2. ContTMf &#1 oM flo len t. &« o@rr#lmel6n
La d lflou ltad  da oontraatar o o b o  sa tisfao to rlo  
o nd a l grade da corralaoldn antra do# variable# re lac lo - 
nadas medlante (2) a travd# del simple oonooimlento de su 
ooeflclente de correlacldn estimado radlca an la  f a l ta  
de un lim ite dnlco a p a r tir  del cual podamos conslderar 
que ex iste  realmente una correlacldn s ig n ifica tiv e . Tan 
solo as costumbre declr qua por debajo de 0,7 la  oorrela- 
cldn es practlcamente despreclable. Por e llo  hemos re a l l-  
zado un contraste de slgnflcacldn para e l coeflclente de 
correlacldn estimado medlante (2) para ver s i  podlamos 
conslderarlo slgnlflcatlvamente dimtInto de oero.
El contrasts se basa en que la  expresldnt
n-2 —   : (6)
donde r  es e l coeflclente de correlacldn estimado, es
una t  de Student oon (n-2) grades de llb ertad  slempre que
*
la  dlstrlbuclSn sea normal m ultlvariante, r  e l coeflclente 
estimado y no exista  correlacldn rea l entre los elemento# 
de la  poblacldn (118). En nuestro caso concrete e l contras* 
te  serdi
(118) ABNAIZI Cur.0  d . B a t.d I .tlo . T .drle.,
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t  m . . . . . B a f i Z f i j t — X , , . . ,  ( ? )
'  ( T T i r
suponiendo que no ex ista  oorrelacldn. For tanto , en e l 
contraste harenos la  hlpdtesls nula de que no ex iste  
correlacldn rea l y la  a lte rn a tiv e  de que s f  ex iste . En 
caso de que e l contraste haga que alguno de los datos 
estlnados por (7) no estén en la  regldn o rîtlo a  del con­
tra s te , no podreaos aslgnar slgnlfIcago alguno estad ls- 
tlco  a l coeflclente de correlacldn que hayamos estimado.
2. U .  da to ..
2.1. a
Los datos de valor aRadldo por sectores se han 
obtenldo del Cuadro I de las Cuentas Naclonales de Espafia 
segdn e l slstema normallsado ( In s titu te  Naclonal de Es- 
tad fs tlo a , Madrid,1968)$ "Composloldn del produeto Inte­
r io r  bruto a l  ooste de los facteres*.
Sin embargo ex lstld  una d lflcu ltad  In lo la l res­
pecte a la  fa lta  de homogeneldad de una se rle  que reoo- 
gfa datos de solo 1964 a 1967» respecte de la  serle  e la- 
borada por e l Ministe rlo  de Hacienda (no publloada y gra­
cias a cuyo permise de use he podldo hacer este  traba jo ), 
que abaroa e l période 1958-1964. El enlace entre las dos 
series  se ha heoho de ta l  forma que los creolmlentos dados 
por e l M lnlsterlo de Hacienda se han res etado desde 1 64
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par* a tr te  y, por tanto , los datos raalmant# u tllizados 
no oÉ|noidan con los de dloho trabajo exaotamente, pues 
se han hecho se n tir  las divergenclas entre ambas estima- 
ciones para e l aflo 1964. Por tanto , los resultados se 
han elaborado sobre c ifras  del I.N.H. tra s  1964 y o ifras 
del Mlnlsterlo de Hacienda reelaboradas por e l autor en 
la  primera parte de la  se rle .
Los Indices de preclos u tlllzados para deflac- 
ta r  e l produeto In te rio r bruto a l costs de los factores 
han sldo los u tlllzados por ambas fuentes, aunque los de 
la  segunda, con base en 1958, han tenldo que ser conver- 
tido  a la  base de 1964.
2.2. El eapleo
Has ta  1963 ex lstlan  en Espafia pocas fuentes 
para obtener datos de eapleo por sectores productives* 
MutualIdades Laborales, y los datos o flc la les  del Mlnls­
te rlo  de Trabajo. Tras 1963» e l X.M.S. comenzd a publicar 
la  enouesta sobre poblacldn active que, junto con las 
fumites cltadas ha permltldo la  elaboracldn de una se­
r le ,  a l  menos homogenea. de emplea asalarlado en los sec­
tores objeto de estudlo. La se rle  de eapleo u tlllsad a  es 
por tanto la  que apareoe en e l Informe de la  Dlstribuoidn 
de las  Bentas de la  Oflcdna Técnlca de Rentas del INE en
Im que ha eldo neoeeerla l le m r  a oabo algunae oorreo* 
clones para l in a r  e le rtas  dlvergenolas que se produ- 
clan antes de la  aparloldn de las estad tstlcas del 
IKE f  despuds.
Mas Importante es sln  embargo e l hecho de haber 
u tlllsad o  la  se rie  de empleo asalarlado y no la  de em- 
pleoÉtotal de que se dispone. La rasdn ha sldo e l fru to  
del trabajo d la rlo  con las series mmicionadas. La 
dnica se rie  homogenea para los aftos deseados era la  de 
pues to de trabajo , no la  de empleo, rasdn por la  cual 
u t i l i s a r la  habrXa supuesto d%qplimar oomo trabajadores 
actives todos los puestos de trabajo ocupados por t ra ­
bajadores pluriempleados, lo cual oareoerla de sentido.
El ndmero en s f  de puestos de trabajo dobles m tr ip le s  
no ss muy grande (se estima en unos 4oo.ooo aotualmen- 
te ) ,  pero e l  problema rmdicaba no tanto en su ndmero 
cdmo en su distribuoidn sectorial#  \im  rasdn mas a f a ­
vor de la  elecoidn de los asalariados oomo * empleo" 
se verd en e l prdmimo epigrafe#
Por dltimo es de destaoar que las implicaciones 
d is trib u tiv es  a nivel agregado no se van violentadas por 
e l hecho de haber incluido tan solo los asalariados (y 
por tanto excluir la  ayuda fam iliar, sooios ac tives, 
los propice empresarios, trabajadores autdnomos y profs- 
siones libéra les) porque, a este n ivel, se pueden séparer
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la s  rsntas psrclbidas por los asalariados p las  qua par- 
tsnacsn a personas no sujetas a oontrato laboral, a pro- 
fesiones libéra les  y a empresarios (que son las corres- 
pondientes a los grupos excluidos), mediants e l Cuadso 
I I I  de la  Contabilidad Kacional*
2 .3 . Lorn « .Iw lo#
Ant## d# 1963 solo «xlstïan ••tloiaclon## par- 
cia les de los sa la rie s  medios devengados en la  industrie  
por los trabajadores, pero tras  este ago e l IKE comenxd a 
publicar sus Estadfstioas de Salaries que cubre todos los 
sectores industriales y algunos de los de servicios (por 
los que no estâmes interesados aqui). Sin embargo, e l 
concepto de sa la rie  que bemoa utilixado en la  contrasta- 
eidn ha side algo d is tin to  del usado en dioha fuente, aUQ 
que para su estimaoidn nos heoos basado en a l la .  Conere- 
tamente nuestro concepts de sa la ries  ha side e l to ta l de 
pages a los asalariados excepts la  seguridad social pago­
da per las  eapresas, los pages en especie, la s  renuneracio- 
nes a fa s il ia re s  y trabajadores no in scrites  on la  seguri­
dad so c ia l, asignacionos a los mienbrosmde consojos do 
administréeidn y las gratifioaciones extraordinarias quo 
no figuran on las ndminas do la s  ompresas. Comprends por 
tan to , la s  ouotas a la  seguridad social pagadas por los 
tralm jadores, los iapuestos diromtos sobro los rondimiontos 
del trabajo personal y las percepoionos on concepto do
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ayuda fam iliar, e# declr, e l ealario  brute pereibido por 
loe aoalariadoo iaoluidoo on e l coneepto de empleo antes 
dado,
Sn este oasomla dis cent inuidad de I 963 se ha 
soluolonado de une forma dis t in ta  que las antor lores ya 
que no e z is tta  una estimaoidn, ni siqulera aprozimativa, 
con e l grade de desagregacidn necesario de los sa la ries  
medios oon anterioridad a aquella fecha, Han tonido por 
tanto que u tiliz a rso  los Indices de oreclaiento medio in- 
teranual de los costes de trabajo por unidad de que se 
disponfa.
Sn eualquier case, y para ev ita r resultados sor- 
prendentes se ha probado la  coherenoia global de estes sa­
la r ie s  medios seo toriales por e l procedimiento de m ulti- 
p liearlo s por los voldaenes de empleo del apartado an terio r 
y vre s i ,  suaados, daban una c ifra  sensiblomonte pmrocida 
a la  oorrospondionto do la  Contabilidad Saoional, Sn ninguno 
do los cases este  proeedimiontos ha dado lugar a divergen- 
ûias superioros a un 0,5)(,
Para la deflaeidn do los salw ios so han u t i l i -  
zado los indices del costs de la  vida del XNE, utilizdndose 
por supuesto los creeimiontos anuales sobro la  media del 
période anterior,
Como podrd verso las fuentes disponibles para 
los salaries han sido une de los elementos fundamentales
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para la  declslôn do Inc lu lr o nà solo a los asalariados 
sn a l conospto de "empleo" Inoorporado a la  funcldn de 
produccidn# Se reallsaron prsTlamente algunos cdlculos 
aproxiaatlvos sobrexsalarios medios globales seo toriales 
incluyendo la  ayuda fam iliar y los empresarios individuales te  
de iR industrie , pero la  dnica forma de hacer esta  e s t i -  
macidn coherentemente ara la  prueba menoionada a nivel 
global con e l cuadro I I I  de la  contabilidad nacional, 8in 
embargo, ésta solo garantizaba la  coherenoia global, pero 
no la  validez de la  distribuoidn sec to ria l, y ante la  ne- 
cesidad de re p a rtir  propercionalmmnte en cada sector las 
dosminuclones del sa la rie  medio que resultaban de in c lu ir 
los trabajadores no sujetos a contrato laboral, lo cual 
habrla sesgado las estimaciones, se decidld re cu rrir  a l 
concepto de "trabajo" antes definido.
3. 4i MgflMffiia 1 IM
La desconfianza in io ia l respecte a los posibles 
resultados ha hecho que las elasticidades se fueran ca l- 
culando por un mdtode de "aprozimaciornes sucesivas"# 
primer a nivel del sector seoundario, después para los 
trè s  grandes subsectores (mineria, industrie y e le c tr ic i-  
dad, gas y agua) y, por dltimo a l nivel mas desagregado de
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10 sector## s  sedids que los resultados Iban slendo ar~ 
•dalcos*
Se pensd inicialsente en realizar un odloulo 
concretoB para e l subsector de Construooldn y Obras Pd- 
bllc&Si que es e l dnlco que resta para cospletar e l  
sector secundarlo, pero la  Incorreccldn evident# de con­
sidérer COSO sector productIvo normal a las Obras Pdbll- 
cas, cuyas oscllaciones tlenen motives completamente d ls- 
tintos que en otros sectores, nos hlzo d eslstlr  de su In- 
clusidn final dentro de los resultados globales*
Emimten, a pesar de lo anterior, algunos puntos 
obsouVos en la agregacidn final debido a la  heterogenei- 
dad de algunos sectores* Especialmentei
l*en "papel y artes grdficas"* Bs claro que 
se u tilic e  e l criterio que se u tilice  para la diferencia- 
cldn de sectores productives, la  Industrie del papel y la  
de artes grdficas son d istintas, especialmente en e l grade 
de tecnifioacidn, mdzime s i  pensâmes que la  segunda ha 
experimentado un comportamiento mucho mas expansive en 
los afios objets de estudio que la  primera* Sin embargo, la  
imposibilidad de desglosar los salaries ha sido la causa 
de su inclusidn en una rdbrloa eomdn*
2. industrias metdlicas bdsicas, metalurgia de 
transformaoidn y censtruccidn de maquinaria e lectr ics, 
que por los mismos motives y carencia de dates han tenido 
que constituit un "secbèr"*
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Lorn remwltado».
A oontinuaolén me presentan les  regresiones 
ealouladas oon los dates analisados en date Apdndloe 
para los d is tln to s  seetores oonsiderados#
4.1 . Extraooldn de carbones.
log - Ï -  -  3,410 * 0 , |§ ^ lo g  w
4.2 . Extraooldn de otros minerals#, 
log * 1,934 A 0,622 log w
4.3 . Sector agregadom de minerals# (inoluye 
los grupos 4 .1 . y 4 .2 .) .
log * 1,209 i  0,784 log w
N
4.4. Alimentoa, bebidas y tabaoo.
Log * 2,642 i  0,34  log *
N
4 . 3 . Textiles
JL
H
4.6 . Vestido y calsado
log •  - 1,302 A 1,39 log w
log « 0,011 A 1,11 log w
N
4#7, Industrie# dis la  msdera, eoroho y musblss. 
log « -  0,327 A 1,14 log w
K
4.8 . Industries dsl papsl y arts#  grdfioas.
log » -  1,793 A 1,45 log w
N
4 . 9 . Industries qufaioas y oonsxas.
log •  -  2,944 A 1,71 log wn
4 . 10. Industries dsl csasnto,vidrio  y o tros.
log * 0,943 A 0,87 log w
a
4.11. Industries mstdlioas y derirades.
log » -  0,804 A 1,23 log w
H
4.1.2 E lsetrioldad, gas y agua.
log •  -  0,083 i  1,14 log wn
4 . 13. Total ssotor industria l
log •  0,095 A 0,985 log w
H
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Sa e l ouadro 1 a# presentaa, junto oon la# 
elaatioldadoa de aubatltuoldn obtenidaa de la# n%realonea 
preaentadaa, lo# pardmetroa mas aignlfloatlvos deede el 
punto de vlata eatadlatloos e l ooefloiente de oorrela- 
oidn, e l valor de la Chi-2 (pag.244) oomo oontraate de 
la  bondad del a ju ste , y e l valor de la  t  de STUDENT de 
8 grados de llb e rtad , s lgn ifiea tiva  de que e l ooefloiente 
de oorrelaoidn puede considerarse realmente d is tin to  de 
oero y que oumplen para un nivel de significaoidn del 3% 
todas la s  eatimaoiones llevadaa a oabo sxoepto la  4 ,2 . 
de extraooidn de minérales d is tin to s  del oarbdn.
Desde e l punto de v ista  eoonométrioo, en e l 
ouadro 2 se presentan los valores que han aloansado la  
varianza de la  estimaoidn de la  elastio idad de substitu - 
oidn lo  oual nos perm itirfa , s i lo deseamos, elaborar 
intervalos de oonfianza para e l valor de dioho pardmetro 
y que, en todos los oasos, tienen valores muy aeeptables. 
Tambien se presents la  desviaoidm tfpioa de las  pertur- 
baoiones a lea to rias euyos valores son, tambien, reduoidos»
Desde e l punto de v is ta  estriotamente eoondmioo 
las  estimaoiones re fle jan  oon bastante fidelidad la  mer- 
oha de la  partlêipaoldn del trabajo en e l  produoto bruto 
(en tdrminos reales) durante e l deoenio, aunque algunos 
seotores han tenido unos eomportamientos muy irregu lares.
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Pareoe qua la s  alaatleldadaa mas slsvadas han 
rsfls jad o  son mayor sxaotltiad la  oaida de la  partic ipa- 
oién de los sa la ries  en e l valor afladido, mientras que 
la s  elastioidades in ferio res a la  unidad tienen una in- 
terpretaoidn no equfvooa, pero sf mas objetable# Por 
ejmsplo, e l sector de industries qufmicas y conezas, que 
ha arrojado la  elastioidad mas elevada (1,71) ha expe­
rimentado una participaoidn decreoiente de las rentes 
sa la ria le s  en e l deocaio considerado que ha disminuido 
éstaa desde un $2^ en 1958 a un 35,4# en 19&7, habiendo 
estado esta tendenoia decreoiente oasi lib re  de in flex io- 
nes en e l période oonsiderado. Xgual ha suoedido con e l 
sector de industries del papel y artes  grdfioas que, s i 
bien ha sufrido una disminucidn menos rad ica l, tambien 
es c ie rto  que ha sido oontinuada y sin osoilaoiones (des­
de 55,2# hasts e l 45,2# en los dos ex#hèmos de la  se r ie ) , 
El caso de, por ejemplo, eemento, vidrio y derivados es 
s ign ifica tivo i una elastioidad oercana a la  unidad, y 
un comportamiento muy irregu lar de la s  psrtioipaciones, 
siguiendo realmente e l oiolo incluido en e l période oon 
una fuerte  oaida de la s  rentes sa la ria le s  a l eomienso del 
mismo, una recuperacidn notable en los afios 1981-1964, 
y una nueva oaida.
Los sectores peores, estadisticamemte habhsn- 
do, han sido los de minéralest su comportamiento no solo
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ha sldo may irreg u la r, aino que (junto oon e l aeotor de 
te x tile s )  se tra ta  de aotividades que has experimentado 
una depresidn ordnioa en e l periodo oonsiderado#
Bn general, sin embargo, la s  elastioidades hmn 
reflejado oonsistentemente la  evoluoidn de la  partio ipa- 
oidn del trabajo on e l valor afiadido bruto de los eeoto- 
res oonsiderados, s i bien hay que tener en ouenta quo 
la  elecoidn de una serie  h istd rica  de 10 aflos habri in . 
troducido los sesgos inherentes at
1. la  no inclusidn de una hipdtesis sobre fa 
forma en que se ha desarrollado e l progre- 
so tdonioo que, indudablemente, habrfa 
aolarado en gra medida la interprstaoidn 
de los sectores en c r is is  estruotural#
2, la  composioidn de la  muestra que Incluye 
dos périodes recesivos (uno largo y otro 
eorto) y uno expansive$
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C A g im o  I
La fimaléa da praduccldn ooaatltiiya uno de 
loa elementoa déterminât!voa del equilibrio  del emprji 
aario a nivel mioroeoondmioo y représenta teorioamente# 
para una teonologfa dads, las  d is tin ta s  eombinaeiones 
de fsotores product!vos que pueden dar lugar a una de- 
terminada oantidad da produeto# SI comienso de la  aplj^ 
caoidn de date instrumente a l campe de la  teorfa de la 
distribuoidn de la  rente se enouentra en SDQBWORTH# 
WICKSELL, WIC&STSGD y JOHNSON, y el concepto fud tra s -  
ladado rapidamente a l campe maoroecondmico mediante un 
sfmil aparentemente fd o ilt a nivel agregado, dada una 
teenolegfa product!va, debe e x ia tir  una relacidn fun- 
cienal s ign ifica tive  enfre la s  cantidades aplicadas de 
trabajo y cap ita l y la  obtenida de produoto. Un plan- 
teamiento oomo e l delineade estd , sin embargo, someti- 
do a fuertes restriooiones ya que exige no solo la  in - 
variabilidad de la  tdonioa de produocidn sine tambien 
la  posibilidad de medioidn del cap ita l y trabajo (que 
en a le rta  medida puede aparecer oimo un problema de 
ndmeros Indices), la  perfects maleabilidsd del cap ita l 
y e l ewaooimianto del efeoto que, sobre la  oaraoterfs- 
tioa  funoional de la  funoifn de produocidn, tienen los
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reourtos natural## par# poder distingulr entre lee va- 
rlaolonea de la oaraeterfatloa debldaa a oambioa realea 
en la teonologfa de prodiseoldn, 6 a varlaolonea en la 
dotaoldn de reouraoa natural##. Apart# date, la funeldn 
agregada tlene un oaraoter purement# teenoldgieo, sin 
que results sfeotada por los precios de lo# fsotore#, 
sus esoaseoes relatives,eto . y se supone Inoorpora la 
tdonioa dptima entre la# existantes.
Una vex qua la teorfa eoondmioa reoonooid que 
el problwma de eleooidn de la tdonioa dptima a nivel 
individual era suseeptible de un tratamiento formal 
andlogo al do la asignaeidn mas efioax de los reoursos, 
el primer problème, que anteriormente se habfa manteni- 
do fuera del oaapo de la teorfa formal, pasd a former 
parte de d l, dando lugar a la aparioidn de una nueva 
rama de la teorfa de la produooidni e l activity analysis. 
Eats tesi# no #e oot t^a de data, ni de la programacidn 
linea l, tanto por la d ifem o la  entre la# tdonioa# me* 
temdtioa# implicites m  ambas rams#, oomo por lea d i- 
ferenoiaa, tambien aignifioativas, entre loa objetivoa 
dltimoa del activity analysis y la teorfa trsdicional 
da la produocidn.
Sobre lea funoionea do produocidn ae definen 
una aerie de pardmetros bdslcoa entre los quo lea elaa-
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tleltades de loa faotores reapeoto del produoto, lea 
relaoionea marginale# de aubatituolén y la elastioidad 
de aubstitttcién, son las mas Importantes. Ademds, a 
todas las funoiones de produocidn agregadas se les 
exige que cumplan unas detwminadas caracterf sticas 
para ester fomalmente bien definidas. Lo anterior, 
junto oon el tipo de rendimiontos de esoala que pre­
sentan las fundones de produocidn agregadas (en oaso 
de que seen matematicamente homogeneas), clerra el es­
tudio formai de las funoiones agregadas y abre el cam­
pe de andlisis de las dos fundamentalest la de COBB- 
DOUGLAS y la de elastioidad de substituoidn constan­
te (CES).
^  g
La primera es de la forma 1 » a K W (donde 
ï ,  K y H signifioan produoto, capital y trabajo medidos 
en unidades reales, respeotivamomte). Los exponentes 
de las variables son preoisamente las elasticidades 
de oada factor respecte al produoto to ta l, siexbio de 
faoil derivaoién las relaciones margin&les de substitji 
cidn, y la elastioidad de substituoidn unitaris. Esta 
dltima caracterfatioa es la que define inequivocamen- 
te  (desde el punto de vista matemdtico) la funeidn de 
CŒB-DOUQLAS. Oloha funeidn es oapaa de présenter cual 
quier tipo de rendimientos de eaoala (al margem de que
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en eu vereldn original aparooioa# femulada oomo homo* 
genoa do grado uno), ya que #a homogenea oon grade ig%wl 
a la auma de loa exponentes alfa y beta. La dnioa eondi* 
oidn matemdtioa exigida es que oada exponents no exoeda 
de la unidad (porque en oaso oontrario la produotividad 
marginal oorrespondionte serfa oreoiente), pero en su 
oonjunto, la funoite es oapaa de presenter fuertes ren­
dimientos oreoientes de esoala. El gran uso que se ha 
heoho de data funoidn en el oaso de rendimimitos de es­
oala constantes haoe que el estudio de su expresidn en 
tdrminos per odpita ses interesante. Entre otras oarao- 
terfstioas, la expresidn menoionada es la dnica entre 
las funoiones agregadas que cisèle las oondiciones de 
buen comportamiento definidas por ALLEN.
Para dotar de operatividad a ima funoidn de 
produocidn, es deeir, para oonvertirla en un modèle 
eoondmioo, es necesario hsoer el siqiuesto adioional de 
lib re  oonouMPenoia lo cual permits igualar el salarie 
medio a la  produotividte marginal dsl trabajo y el pro* 
cio del capital a la produotividad marginal de este fac­
to r, pudiendo formularse tests  eoonomdtrioos sobre pro- 
posioiones eoon&sioas. La site l#  introduooidn de la hi­
pdtesis menoionada, junto oon el prinoipio de maximisa* 
oidn del bénéficie, dd lugar a una funoi&c de costes de 
tipo lineal.
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Una de lam apXloaolonaa maa important## quo puoda 
ofraoor la funeidn da COBB-DOUOLAS a# baaa an aupo- 
nor un modelo an al o%ml la ofarta da loa faotoraa 
produotivoa tlana alaatloidad f l ja .  Bn eat# oaao ea 
fdeil damoatrar, oomo haoa BROWN, qua la divarganola 
antra las alaatloldadaa da amboa factor## dard lugar 
a la axiatanela da axplotaoidn monopaonfatioa da 
alguno da alloa. Bata tipo da prueba tiene un doble 
aapeoto ya que o bien ai aabemoa que la elastioidad 
de oferta es constante podemos probar o nd la exis- 
tenoia de expietaoidn relative de alguno de los fao­
tores o, en oaso de eonooer que la retribuoidn de los 
faotores estd exenta de esta imperfeooidn, prober la 
oonsisteneia de la hipdtesis de stq>oner la oferta de 
los faotores oon elastioidad constante#
Lo anterior nos intrtduce en el campe de la 
distribuoidn agregada de la rente# Basieamente, es 
demostreble que las partioipaoiones de los faotores 
en el produoto final son preoisamente las elasticidades 
de los faotores de la funeidn COBB-DOUGLAS# Esto hiso 
que 09UGLAS y BROHFBKBBBIINEB asegurascn que en case de 
que la retribuoidn siguiera estas normes no existlrfa  
explotacidn de ningdn factor. Este, sin embargo, no 
es cierto , y oomo ha demostrado RBOES es posible que 
aunque se cumpla lo anterior el trabajo se enouentre
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explotftdo eomparatlvaMnte. SI motive #a quo la pro- 
duotividad marginal dafinida aobre una funoidn agragada 
COBB.DOÜGLAS ea una produotividad interempreaaa puea 
ae aide al paaar de una empreaa a otra de entre la# que 
oonstituyen la mueatra elegida en la eatlmaeidn, mien, 
traa que el oonoepto de utilldad marginal de la teorfa 
de la  dlatribuoidn ee un oonoepto intraempreaa y a i, 
oomo iuoede normeImente, el aegundo oonoepto toma va. 
lore# auperiorea al primero, la igualdad entre loa ooe. 
fioientea de la produocidn agregada y la partioipaoidn 
del trabajo y capital en el produoto fina l, no redimird 
al primero de peroibir un ealario inferior al compati, 
tivo#
Un problema tedrioo fundamental de la funoidn 
menoionada, que oomparte oon todaa la# reatantea, ea la 
poaibilidad de que, aunque loa reaultadoa eatadfatiooa 
y loa testa empfrioos dem unos resultados exoelentes, 
la funoidn m  represents verdederamente la teenologfa 
produotiva del sector o pafs# 0cm demuestran BIHON y 
LSVï, ea poaible obtener iteUdsoienes distributives 
oorreotas de la  funoidn agregada C06BJ90U0IAS aunque 
la verdadera funoidn fuwa recta y no parabdlioa, lo 
cual no es sino la posibilidad de tomar oomo verdadera 
funoidn de produocidn agpcgada la envolvente de las 
vmrdaderaa#
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Por dltimo, so plant## un problema relaoio* 
nado con el oambio teonoldgioo. La forma maa aenoilla 
do inoluir un factor trnqporal en la funoidn de produocidn 
analizada ea agregarle un pardmetro que depend# del 
capital per odpita del sistema, lo oual da lugar a que 
a largo plaso la funoidn agregada aufra deaplazamientoa 
ouya trayeotorla engmadra una funoidn del tipo do laa 
uaadaa por HABHOD y DOMAB# Laa prueba# empfrioaa aobre 
eate punto parecen haber dado uno# resultados aeeptables.
La segunda funoidn do produocidn estudiada es 
la formulada inicialmente por AfiBOW, CHE&ENY, MINHAS 
y SOLOW, 4 ue toaa la formal X -  a ( 1-d)K"P)
La funoidn estd oorreotamente dafinida sieapre qua los 
pardmetros se muevan dsntro de los siguientes Ifmitest 
p entre menos uno e in fin ite , a positive, d entre oero 
y la tmidad. 51 signifioado de los pardmetros as m%qr 
simplet a es un pardmetro de medida, d ae denomina dis* 
tribu t!VO ya qua afeota a la  relaoidn salario/tipo de 
interds, y p as un derivado de la elaatioidad de subs* 
tituoidn ya que eats toma la forma l/l&p. La ampliaoidn 
de la funoidn para qua pueda représenter oualquier tipo 
do rendimientos de esoala eat t  •  a(dK*^i(l-d)N**^)’*^ ^® 
donde v as e l grado de hMogeneidad.
La funoi^ CIS debe au oaraeterfstioa al he. 
oho de % 9 n w  elastioidad de substituoidn oomstante, y 
aunque sus oresdores demostraron esta propiedad sujetos
a la  oondloido da libra oonaurranela» PABOUSH ha daaoa« 
trade qua alio no aa naeaaario# Sn ease da qua la fun^ * 
elAo praaanta raadlaiantoa e<matantaa da aaeala, au 
axpraaldn par edplta no parmita Inolulrla dantro dal 
oonoapto da buan ooaportamlanto da ALISN, pare a#to no 
quiara daelr^ lil qua la funoldn tratada admita un p r o m  
case produotlao totalmmata daaeapitaliaado# lo oual no 
ara poalbla an al oaao da la GOBBmDOUGlAS. Tambian 
axlatan ganarallsaolonaa formalaa a ada da doa faotoraa 
an al aantido da qua la alaatioidad da aubatituoldn 
paroial antra oada par da alloa o $pr\xpoB da loa mimoa 
aaa igual# lo oual ha aide utlliaado an al andliala dal
afaoto da loa @aato# an aduoaoldn y anaadansa aobra al
ritmo da oraoimianto da la produaoidn (NSBLOVS).
51 tipo da pruaba aapaoial ocm la fuxuildn
CSS aa al odloulo da la alaatioidad da aubatituoldn qua#
aa auala haoar per madio da la  ragraai&a antra al valor 
afladido raal par trabajador y al aalario raal madio# 5a# 
to no oonatituya aln atabargo una dafinioién ooaq»lata da 
la CSS w iginal ya qua todaa laa funoionaa honogaaaaa 
da grade 1/1#(T an H y H(K), aiando H(K) taia funoidn 
aondtona oraoianta dal atook to ta l da oapital da la 
aoonomfa# oiaq^lan lo amtarior. Otroatipo da pruaba aa 
la nautralidad da laa innovaoi@aaa. Aplioudd al orita# 
Mo da HICKS aa daauaatra qua la nautralidad dapmdan 
da la oonatanoia o nd da la aiq^uraaidn yk^^# donda laa
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ttindaottlat rafHrasieotan valoraa par adplta. Tagblan pua# 
dan haoaraa pruaba# raapaeto al grade da utlllaaoldn 
de lea faotoraa antra doa palaaa o aaotoraa#
La gaaarallaaoldn da la funoldn CSS# bajo al 
oonoapto da alaatioidad da aubatituoldn paroial# aa muy 
oomplaja y# ooao ban daaoatrado MUKSBJII y UZAWA# aupona 
la axiatanoia da unoa faotoraa qua ban da paaar igualman# 
ta oada uno an al ooata unitario da produooidn y# lo qua 
aa aaa importante# ban da aar igualmanta aubatituiblaa 
antra af« Loa aiq>uaatoa haoan# per ahora# inviabla la 
aplloaoidn prdotioa da aata ganaraliaaoidn#
Laa raatantaa funoionaa da produooidn analisa# 
daa aon laa da ZSLLNSa# HXLDSBSANB y LIU# y laa angaana. 
ring production funotiona. La primera no paaa da aar una 
andodota# la aagunda aa una ganaraliaaoidn formal da la 
CSS da doa faotoraa qua per au mayor oomplajidad# a igua% 
dad da raaultadoa aaq^friooa# no ha tanido tanto dxito 
ooao au antaoaaora# y al taroar grupo lo oonatituyaat 
laa funoionaa qua ralaaiwmn# a nival da ampraaa# prooa# 
aoa fiaiooa unitarioa y owwatoa eon oaraotarfatioaa 
fiaioaa da loa faotoraa# Ho aon# per tanto# vardadaraa 
funoionaa da produooidn# pare aua da too puadw aarvir 
para# an olarta madlda# ayudar a la major oontraataoida 
da laa funoionaa da produooidn agragadaa an al aantido 
aoonteioo dal tdrmino#
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La aXaatlaldad da aubatltuelda aa# quiad# 
al pardmatro maa iaqportanta da la  funoldn da produooidn 
par aua iaplloaolonaa taonoldgleaa y dlatrlbutlvaa# y 
por alio aa la  dadlca un eapftulo* En al oaao da doa 
faotoraa paraoa aar qua la defin&dldn no aa aoblgOa a 
paaar da la poldaioa Iniclal LSBNSEUHICKS.KAHN.BO&INSOH# 
Daada al punto da viata tdonioo indioa al grado da 
aubatitulbilldad antra loa faotoraa# y au ralaoidn oon 
al grado da curvature da laa laoouantaa aa diraota.
Daada a l punto da vlata diatrlbutivo aa daouaatra qua 
al valor da la  alaatioidad tiane ralaoidn diraota oon 
la avoluoidn da laa partioipaoionaa dal trabajo y al 
oapital an al produoto total* Cuando qudd olaro daada 
al punto da viata tadrioo qua la alaatioidad aarvfa 
para madir la avoluoidn da la partioipaoidn da loa fao# 
toraa an al produoto# part# da la poldmio* aopfrioa 
DOUGLAS# BBOHFEHBSSNlSa# KBAVZS# SOLOtf}# #a oootrd on 
ai la alaatioidad da aubatituoidn ara unitaria o nd# 
ya qua aata valor ara al qua garantiaaba la aatabilidad 
da laa partieipaoiwaa# Loa trebajoa da loa doa prtmaroa 
autoraa (al#dltimo an 19dO) damoatraron qua la a laa ti- 
oidad ara oaai unitaria (da ah( la  validas da la funoidn 
COBB.OOUGLAS) y qua# inoluao aunqua no lo fuara# y aa# 
paoialmanta ai ara mayor# oada garantiaaba qua laa par# 
tioipaoionaa variaaan aanaiblamanta* Eaalaanta la  paid#
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«ioa paraoa habaraa oarrado a favor da la  varlabllldad 
da laa partioipaoionaa toda vaa qua# an oondioionaa 
Buy gmwalaa# aa poalbla qua al grado oraoianta da 
aouBulacldn da oapital oonduea a ua a lia  an la parti# 
oipaoldn da laa rantaa aalarialaa m  la naoional y qua 
adamda# axiatam %ma tandanoia oontraatada «apirioamwn# 
ta  al oraoimianto aaoular da la partioipaoidn da laa 
rantaa dal trabajo#
Con todo lo dioho haata aquf, la igq>ortancia 
da la mmtmbalaatioidad da aubatituoidn m  al oaao da 
doa faotoraa aa granda ya qua da au valor dapmada la 
aatabilidad o nd da laa amadaa da oraoimianto da loa 
modaloa da daaarrollo# la poaibilidad da probar tao# 
rfaa dal oomaroio intamaoional (HXKHAS)# y loa pro# 
blmmaa ralaoionadoa oon la diatribuoidn da la ranta#
La gaawalimaaidn dal oonoapto da alaatioidad 
da aubatituoidn a l oaao da ado da doa faotoraa# aa 
muy oomplaja. Exiata una dafinioidn qua avpona om%ata& 
taa loa praoioa da loa faotoraa (ALLEN)# para aata au# 
puaato aa muy irraa l a nival agragado porqi» laa ofartaa 
da loa faotoraa produotivoa no aon in fin itamanta alda# 
tioaa# Otroa owoaptoa (UZAVA) aiponan oonatantaa laa 
oantidadaa aplioadaa da loa faotoraa# para impidma oon# 
taatar a la pragunta tfpioa aobra la variaoiAa da la 
partioipaoidn da oada factor# ya qua an al oaao da qua 
axiatan varioa no aolo puada altararla  uno#
-277#
Otra d# laa daflniolonaa (HoFADDSN) a%#@a# 
oonatantaa loa praoioa contablaa Isputadoa a todoa loa 
faotoraa axoapto loa doa oonaldaradoa# paro por Idéntl# 
caa raaonaa tampooo parmita oontaatar a laa pre^n^taa 
antarioraa. la  dnloa dafinioidn para al oaao da maa da 
doa faotoraa qua parmita oontaatar a la pragtmta aobra 
laa partioipaoionaa an la formulada por SATO# paro no 
aolo earaoa da aantido tdonioo (raapaoto al grado da 
aubatitulbilldad antra loa faotoraa produotivoa)# aino 
qua 0 8  olaramaota un pardmatro oompuaato irralavanta#
Por otra porta# no axiatan trabodoa ampfriooa an aata 
oampo tanto por au difloultad oonoaptual oomo por al 
aaoaao intarda prdotioo qua tiana an al aatado aotual 
da oonooimiantoa da la taorfa aoon&aioa y# por tanto# 
au aatudio no paaa da aar ima mara formalimaoidn qui- 
xd u til  dantro da algdn tiampo# paro oaramta da todo 
eontanido ampfrioo hoy,
Loa i^blamas da agragaeidn da laa funoionaa 
agragadaa puadan ooaaidararaa oarradoa trma laa aporta- 
oionaa da KLEIN# KATAF y DOMAE, Sagdn la  primara# laa 
daioaa oandioionaa da agragaeidn q%w ha da eumplir una 
funoidn da produooidn global aa qua omiatituya una ra­
laoidn funoional aignifioativa antra faotoraa y produoto
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y qua# admmda# la  aondlaldn da aaxlmixaelda dal baaafl- 
olo a nival miaroeaandnmiao aa oumpla tambian# Bata 
aagimda axiganoia obliga a qua loa datoa utiliaadoa an 
laa oontraataoionaa aaan madiaa gaomdtrioaa pondaradaa 
$ lo qua dd lugar a arroraa ouando aa utiliaan# ooau> aa 
haoa fraouantamanta# madiaa aritadtioaa.La aportaoidn 
da DOMAB aa rafiara al prograao tdonioo y a laa propia- 
dadaa qua ha da ounplir al oapital para qua la agraga- 
oidn no perturba al tipo da oambio taonoldgioo implfoito 
an laa funoionaa individumlaa.
Baapaoto a la idantifioaoidn# al problama ra- 
dioa an qua muohoa da loa modaloa aon uniaouaoionalaa 
y m  qua loa multiaouaoionalaa no inolpyan normalmanta 
variablaa pradatarminadaa o axdganaa por lo  qua no aon 
aplioablaa loa oritarioa uaualaa da idantifioaoi&%#
Caaè aiampra aa puadan aatimar por aaparado laa aaua- 
oionaa da un modalo produotivo# pwo no aumada aaf 
aiampra y aata aa la  rasdn por la  qua an uohoa aaaoa 
la inoluai^  da laga tamparalaa mt la funoidn a an al 
modalo ganaral# aaa da gram utilidad. Lo# mdtodaa da 
aatimaoife utiliaadoa aon loa da mdnimoa ouadMWloa# oo- 
varianaaa# variablaa intrumantalaa y mdxima varoaimili- 
tad# B1 maa utilixado aa al prlmaro poi*qua no naoaaita 
ni informaoidn a p r iw i aobra laa oovarimnaaa# ni t i » a  
qua buaoar variablaa adioiwmlaa no ralaaionadaa oon laa
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daX modalo# ni aa da grasi ooaq>lajidad fora il,
Loa aaagoa oomatldoa m  laa aatlmaoionaa da 
laa funoionaa CO0B#DOUOXAS aa raflaran fundamentalmen# 
ta a la aatlmacldn da laa productlvldadaa marglnalaa 
y dapandan tanto da la varlensa dal aatimador da loa 
ooafiolentaa axponasielalaa oomo da la produotlvidad 
madia aatimada dal factor oonaidarado# lo oual indioa 
qua al grado da fiabil&dad aa manor ouanto mayor aaa 
la daaagragaoidn. En al oaao da la funoidn CES# al aa­
tudio da loa aaagoa aa limita a la alaatioidad da auba­
tituoldn# La utilisacidn da un oonoapto dnioo da oa­
p ita l induoa a aaagoa an laa aatlmaoionaa (HABCOUBT)# 
da igual forma qua la oonaidaraeidn a priori da randi- 
miantoa oonatantaa da aaoala (FELDSTEIN)# £n ganaral# 
loa tipoa da aaagoa puadan provanir tambian da la axia- 
tanoia da eorralaoidn antra loa aalarioa raalaa y al 
valor afladido# y por la ai##lifioaoidn qua aupona no 
inaluir todaa laa variablaa. No axlatw  mdtadoa ganara- 
laa para alimiaar aatoa aaagoa# aunqua paraoa aar qua 
la  introduooidn da variablaa falaaa y la utiliaaoidn 
oonjunta da aariaa hiatdrioaa y datoa da aaooido mixa 
ta (HOCH) ban dado raaultadoa apraoiablaa. Por dltimo# 
ignorar laa difarinoiaa ragionalaa da trabajo (QBILXCHES) 
aupona un imqwrtanta aaago am al aantido da q%m laa 
parturbaoionaa alaatorlaa dal modalo raaultan aar auto# 
owralaoicmadaa .
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Baapaeto dal uaamoonorato da aariaa hiatd­
rioaa al problama bdaioo aa anauantra an la oo^poaioidn 
maa bian raoaaiva o axpanaiva da la muaatra# ya qua la 
tandanoia a orarrar ampraaaa viajaa, pooo afioaoaa# an 
al oomianzo da la raoaaidn y raabrirlaa an la aiqpan- 
aidn, aaf oomo a daapedtt obraroa pooo cualifioadoa an 
la primara faaa# ate# induoa a movimiantoa an al valor 
afladido por paraona qum no aon ooharantaa oon al movi# 
mianto da loa aalarioa maxima ai admitidoa qua loa aa­
larioa mono tar ioa aon rfgidoa a la  baja y qua muohoa 
paiaaa poaaan lagialaoionaa laboralaa aatriotaa#
£n al oampo da laa oontraataoionaa ampfrioaa 
oonorataa oWmla fimoidn ddBBOBBUMBBLAS, la poldmioa 
aa oantrd daada al prinoipio antra loa qua dafandidn la  
axiatanoia ganaraliaada da randimiantoa oonatantaa da 
aaoala la induatria# y aua datraotoraa, El trabajo 
original da DOUGLAS (1937) loa aupuao a j^iori y aata 
trajo oonaigo fuartaa orftioaa (0UBAHD)# Bn un trabajo 
poatarior# aqual ylBRONPBBBBBNNBB (1939) oon datoa da 
aaooidn mixta lavantarw al an^uaato y la auma da loa 
ooafioiantaa fud oaai la unidad# Poa tariormanta# DOU­
GLAS y WBM (1941) obtuviarwa ocnoluaionaa aimilaraa# 
Bata dltimo trabajo tv é  oritioado por mWDBBSBAUSBN 
aohaoandola motra otroa puntoa la axiatanoia da multioo- 
linaalidad# La polémioa fud oartada por DOUGLAS (1940)
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eon una rovlaldn orftloa d# la mlama y# aunqua paraoa 
qua llgaraaanta favorabla a loa fundadoraa al ra- 
aultado global an euanto a l tipo da randimiantoa da aa­
eala, no lo  fud an lo ralativo a la maorodiatribuoidn 
por alloa aupuaataas la partioipaoidn dal trabajo fud 
elaramanta inferior al coafioianta aatimado (bata) da 
la funoidn agragada.
Baapaoto a laa aatlmaoionaa da la alaatioidad 
da aubatituoidn oon la funoidn CSS an al oampo da loa 
datoa da aaooidn mixta, aa praaaatan loa trabajoa de 
MINASIAN (1961), FUCHS (196)), DHYtlWES (1965) y FSBOÜ- 
SON ( 1965) ouyaa aatlmaoionaa, todaa allaa oon datoa 
da Batadoa Unidoa, dan unoa raaultadoa baatanta daaigua- 
laa, inoluao an la ordenacidn por aaotoraa da mayor o 
manor alaatioidad# Por aupuaato, la eoapoaioidn regio­
nal da la muaatra y loa diatintoa alloa alagidoa eonatitu- 
yan una axplioaoi&i paroial da laa divarganoiaa obaarva- 
daa, paro ai la alaatioidad da aubatituoidn aa ua pard­
matro ralativamanta eatable oomo paraoa aar, a l daioa 
asqplioaoida poaibla omiaiata o bien an laa diatintaa 
muaatraa o bien loa aaagoa antaa axplioadoa, qua afaotarm» 
eapaoialmanta a loa trabajoa da fUNASXAN y FSB0USON#
Baapm»to a laa aariaa hiatdrioaa axiatan poooa 
tmbajoa y aolo aa j^aantam loa da FBBOUSON (1965) ,
SOLDW (1964) y KEHDEXK (1964), Loa mdtadoa utiliaadoa no
-282-
parmi ten oomparaeiones ya miaatraa al aaguado in- 
oluya on tdrmino da prograao tdonioo, a l da FBBCHJSON 
utiliaa  valoraa monatarioa y al dltimo aatima raalmanta 
alaatieidadas da aroo.
sàEüsfitf.
Una vaa raaliaedo al andtlivis da laa propiadadaa, 
caractarfatioaa, poaitlaa oontraataoionaa y raaultadoa 
afeotivoa da la funoidn da produooidn y da la alaatioi*  
dad da aubatituoidn, an data dltimo oapftulo aa trata 
da haoar un balance oonjunto da la avoluoidn da la fun­
oidn da produooidn daada al punto da viata tadrioo# £1 
problama fundamental aurja ouando eompmobamoa qua la 
funoidn agragadano aa oapaz da axplioar una importante 
parta da la variaoidn dal produoto final y qua, por 
tanto, al factor raaidual adquiara una gran is^rtanoia#
En un aantido amplio aata factor inoluya tanto laa maji- 
raa taonoldgioaa oomo loa daaplasamiantoa da la funoidn 
dabidoa a oualqui«r oauaa, oomo la no inoluaiAa da otraa 
variablaa y, avidantamamta, aata noa «soamina haoia la  
dinamixaoida da la  funoidn agragada y almaatudio da 
laa innovaoionaa, aua afaotoa aobra a l oomportnianto 
dal aiatma produotivo# Ea daoir, haoia a l oampo dal 
daaarrollo#
Praviamanta a la introduooidn an aata oampo, 
aa naoaaario oritimar la utilimaoidn da la funoidn agragada#
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Let objaolonaa funâaMBtaXaa ê# raflaran a Im rapraaan- 
tatlvldad puramanta taanaXdglaa da Xa ml#ma y a loa 
problamaa da madloidn dal oapital (80BIKS0N) y al au­
puaato da tdonioa oonatanta (HICKS)• Baapaoto dal p ri­
mer punto aa obvio qua earaoa da aantido aaignar un 
valor numdrloo oonorato al atock da oapital da un pafa# 
Cualquiar variaoidn puramanta ouantitativa dal atook 
da oapital traa oonaigo naoaaariamanta una raorgani- 
zaoidn dal prooaao produotivo, la aoalaraoidn da la 
obaolaaoanoia da loa antftguoa bianaa da aquipo, at*, 
qua altaran oualitativamanta la tdonioa, por lo qua 
loa doa valoraa algnifioen ooaaa diatintaa# Adamda, al 
problama da la valoraoi&% dal oapital aolo puada ra- 
aolvaraa an una aituaoldn da aquiliWlo aa tabla qua, 
por au propia naturalaaa, nunoa aa almanaa an una ao- 
oiadad prograaiva# Baapaoto da la oari^tariaaeidn 
Mmanta tdonioa da la funoi&s, aa im^aibla daapran- 
damoa da loa praoioa ralativoa da loa faotoraa iqplf- 
oitoa an la tdonioa oonaidarado dptima, da forma qua 
una tdonioa lo aard ouando u tilioa  %moa raouraoa ou*oa 
praoioa no aaan antiaomidmiooat ai una nuava tdonioa 
no ottbra oon aua ouaairantaa la ouota da ria%o# 1# 
amortiaaoidn dal nuavo aquipo y la aoalaraoidn da la 
obaolaaoanoia dal via Jo, aunqua aaa taonioamanto maa 
parfaota, no am introduoird# Bn dltimo axtramo puaa.
—284#
toda# laa orftloaa a la tum i^h  da produooidn agragada 
tiaaan xmm olara baaa aaH^odoldgioai para asalixar aoo- 
noafaa dindmioaa oomo laa aotmlaa# loa inatrumantoa 
da andliaia aatdtioc#, ooro la  funoidn da produooidn 
tradioional, no aom vdlidoa#
Una va* qua la  i«#ortanoia dal factor raai­
dual aa daataod, al oantrd da intarda pooo a aar al 
tipo do innovaoionaa, au olaêifioaoi&i da forma qua 
parmitiaron axplioar la hiatoria raal da loa daaou- 
bpimiontoa y aplioaoionaa taonoldgioaa an al mundo#
Loa oonoapto# da nautralidad da KICKS, KABBO0, pra­
oioa ewatantaa,ato. jugaron un papal bdaioo an aata 
primara atapa# Sa tratabe da olaaifloar laa innovioio- 
naa oomo nautralaa o abcurradoraa da alguono da loa fao­
toraa Mgdn qua, w  tdrminoa ganmralw, altaraaan o 
nd la aatruotura taonoldgioo bdaioo# Bn ooodioiwwa baa- 
tan## mapliaa todoa loa oonof^toa da nautralidad man- 
oimmdoa aon wmajantaa# aunqua a l da praoioa oonatantaa 
aolo aa aplio&bla al nival da aN#r#aa$ For oW» parta 
no aa ooaq;liaada la  Introduooidn da aatoa omoaptoa da 
innovaoionaa nautralaa m laa funoionaa iHpfOgadaa da pro­
duooidn, paro lo oiarto aa qua aua raaultadoa m  la  ax- 
plioaoifc da la raalidW ban aido daamkparanaadoraa# Da 
nuavo podomoa daoir qua intamtar olaaif immr laa inaoimtoig,
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ne# dead# un punto de vlata purasenta taonoldgioo 
aa ha moatnrado oomo Inauflolanta pcurqua axlatan aaagoa 
Indudldoa an al tlpo de Innovaoionaa an funoldn de va­
riable# extratdonioaa, El eatudlo aaa algnlfioatlvo aa 
aata oampo de loa aaagoa Inducldoa an laa Innovaoionaa 
lo oonatituya la aportaoidn de KENNEDY, pero oon ante- 
rloridad a dl axiatan trabajoa intareaantaa de SâLTSB, 
KICKS y PSLLNEa# Eapeoialmente eate dltimo damoatrd que 
laa imperfecoionaa del meroado de faotoraa o la mara 
antioipaoidn de variaoionaa futuraa de loa praoioa de 
loa faotoraa, taadarfa a induoir aaagoa an laa innova­
oionaa haoiendolaa bian ahorradoraa de trabajo o da ca­
p ita l, KENNEDY planted al problwaa da loa aaagoa indu- 
oidoa dantro de la taorfa de la diatribuoidn de la r«&- 
ta y no aa bead, omo antariormanta, an loa praoioa ra­
lativoa da loa faotoraa# El ampraaario ti«na m  o ritario  
para llavar a oa o o nd laa innovaoiemaa y aato parmita 
owîtarmoan una eurva da poaibilidadaa da innavaoi&a ouyo 
punto da aqulllbrio aatabla aa oarmatarima parqua la 
nuava taonologfa àmri lugar (an oondioimiaa muy a i^p lifi-  
oadaa) a una raduooldn proporaiwal an loa ooataa unita­
rioa dal trabajo y a l oapital# La dinamiaaoi&i dal tra ta - 
mianto da la froatara da poaibilidadaa da insovaoidn, aaf 
oomo au ganaraliaaoidn a maa de doa faotoraa, aa da gran
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oomplajidad formal, paro an oualquiuar oaao, data aa
la  Ifnaa da andliaia aaa aignifioativa an lo  qua ha
no
dado an llamaraa a l prograao tdonioo/matarialiaa^o m  
loa bianaa da oapital#
Una importante rama da andliaia partanaoa,
Bin mmbargo, a loa autoraa qua oonaidaran e l pro^eao 
taonoldgioo materialixado en loa propioa bianaa da 
oapital# El primer intento an eata direooidn lo  oona- 
tituye  la  funoidn de prograao tdonioo da KALDOB, para 
e l oual 08 Impoaible d ia tingu ir entre "movimientoa ao- 
bre" y **da8plazamiento de* la  funoidn agragada da pro­
duooidn, a l miamo tiampo qua oonaidara in u ti l  y a rb i- 
tra r ia  la  diatinoidn antra innovaoionaa ahwradoraa da 
oapital y da trabajo# La idea fundamental aa qua e l ritmo 
da oraoimianto re la tiv e  da la  produooidn dapanda da la  
taaa re la tiv e  da aoiaaulaoidn da o ap ita l, da forma qua 
e l dinamiamo da laa innovaoionaa aa ra f la ja rfa  an la  
a ltu ra  aloansada por la  ourva da prograao tdonioo kal- 
dmriana# La olaaifioaoi&a da# laa innovaoionaa aa puaa 
abaurda daada aata punto da v ia ta  ya qua depandard dal 
ritmo da aoumulaoidn# Si adta aa in fe rio r a l  da aq u ili-  
brio laa innovaoKmaa aerdn, por dafinioidn, ahorradoraa 
de oapital mlentree qua a i la  inaufioianoia proviana del 
ritmo da oraoimianto dal produoto ahorrarAa trabajo , 
da forma qua oualquiar oambio taonoldgioo obligarfa a
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rao laa lfio ar todaa laa Ixmovaolonaa* No obatanto lo 
an terio r BLACK ha daaoatrado qua, an ooniloloaaa auy 
alap lifloadaa, p v ^a  aapararia e l oraoimianto dal pr;q 
duoto debido a l prograao tdonioo y a l oambio da la  
funoidn da prodwoidn, ai data toma la  forma da COBB- 
DOUGLAS# En oonaecuanola, para KALDOB, la  taaa de ore- 
oimianto dal pariodo aotual dapezide del riW o da aou- 
mulaoidn llevado a oabo daade e l pariodo oonaidarado 
da origan# Eata Ifnea da panaamiento ha aido refrendadm 
por ABBOW an au learning by doing# La idea oentral de 
date dltimo aa muy aimplat la  mara rapetioidn de loa 
prooeaoa produotivoa trae  oonaigo, oon a l paao dal 
timq>o, un aprandiaaja del qua aa obtimaa la  forma da 
haoerloa maa efioaxmanta, aa daoir, la  aoumulaoidn da 
la  invaraidn brute dd lugar a im aummato da la  axparian- 
oia an a l prooaao produotivo, y data aupona m  oambio 
teonol^ ioo  an af miama# Laa orf tioaa lavantadaa por la  
hipdtaaia da ABBOW aa hen dirig ido  tanto haoia a lia  mia­
ma ocmo haoia la  intrumantaoidn qua haoa da a lia  an 
un modalo formal, ya qua llava a oabo aimplifioaoionaa 
baatanta importantamt igual pariodo da vida para todoa 
loa bianaa da oapital# randimiantoa omatantaa da aaoala, 
aubatitu ib ilidad  nula antra loa faotoraa,ato# Ba obvio 
qua la  idea da ABBOW daataoa un elamanto ia^ rtam ta  an 
la  majora del prooaao produotivo# a l ai^modiaaja por la  
axparimnoia oumulada, paro a ooata da om itir loa daWa#
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For dXtlm , y en 1# mlsma Ifnea de le# epor- 
teolonee enterlore#, ee enouentran loa modaloa oon pa- 
rlodlfloaoldn da oapital an loa ooalaa loa bianaa da 
aquipo da d ia tin taa  adadaa aa oonaidaran d iierentaa 
faotoraa produotivoa (SAL7£B,SOLOW)# La difloultad  
principal radioa,an tpdoa loa tipoa da trabajoa qua 
aiqKmen el prograao tdonioo matarialiaado an loa bia­
naa da produooidn, an qua no axiatan trabajoa aapfriooa 
debido tanto a la  d ifloultad  da au tratamianto formal 
oomo a la  oomplajidad aatadfatioa da loa poaiblea 
trabajoa#
ftlMBiSI
So praaantan loa raaultadoa da una aatimacidn 
da la  alaatioidad da aubatituoidn para die# aaotoraa 
d ia tin toa  da la  iM uatria  aa%m8ola antra 1958 y 1967# 
Loa raaultadoa aon, daada a l punto da viata aatadfa- 
tio o , oorraotoa a un nival da aignifioaoidn dal 5%, 
y loa valoraa aatimado# aa anouantran antra 1,71 y 
0,34, pradominando loa valmpoa auparioraa a la  unidad# 
La oompoaioidn da la  muaatra oomplioa algo la  in ta r-  
prataoife da loa raaultadoa ya qw  abaroa un pariodo 
raoaaivo, otro axpanaivo, y a l oomimiao da una nuava 
oontraooidn y, admnda, no aa ha inoluido ninguna hipd­
taa ia  aobra a l prograao tdonioo# Sin embargo, loa ra -
Bultado# son ooharantaa tanto eon a l grado oonooldo da 
oapltallaaeldn da loa aaotoraa analiaa^oa oomo oon ol 
o(»portamlanto da la  partioipaoidn da loa faotoraa prg 
dttotivoa an a l produoto total# Laa axoapoionaa ( ta x ti-  
laa y minerfa dal oarbdn) aa dahan aaguramanta a aaoto« 
roa da oomportamianto maa anormal por la  axiatanoia an 
loa miamoa do una c rla ia  aatructural prolongada#
